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說於教學之前：

        十二年國民基本教育課程綱要總綱已於103年公布，預計從107年起開始逐年實施。該課綱以發展學

習者的素養為導向，教育部提升國民素養專案辦公室提出數學素養的定義與內涵為：個人的數學能力與

態度，使其在學習、生活、與職業生涯的情境脈絡中面臨問題時，能辨識問題與數學的關聯，從而根據

數學知識、運用數學技能、並藉由適當工具與資訊，去描述、模擬、解釋與預測各種現象，發揮數學思

維方式的特長，做出理性反思與判斷，並在解決問題的歷程中，能有效地與他人溝通觀點。以此為據，

該如何設計課程？該從哪個角度切入？才能在建立數學概念的同時，提升孩子的數學素養；該選擇什麼

樣的主題？採用什麼樣的教學策略？如何提問？才能完成此次任務… …。橫亙在我們面前的是洶湧而

至的疑問與不確定，心中的恐懼可想而知。經過數個月的掙扎，終於產出教學雛形－－－「正方體與長

方體」教學模組。

       

「正方體與長方體」在十二年國教數學領域課程綱要草案中為五年級課程，根據學習表現與學習內容，

我們設定此教學模組之單元教學目標為：

             1、認識正方體與長方體的構成要素。

             2、認識正方體與長方體中面與面的垂直、平行關係，邊與邊的垂直、平行關係。

             3、認識正方體與長方體的展開圖。

             4、認識正方體與長方體的視圖。

第1頁/共12頁

國家教育研究院教育脈動電子期刊

2016年06月,第6期

「包裝」、「展開」數學素養



        為提供有感學習的機會，本模組嘗試設計實作活動，並利用競賽情境包裝，逐步引導孩子在探討與

修正過程中，察覺、認識進而理解長方體與正方體的相關數學概念。根據教學想法，我們設計三大活

動：紙盒製作、展開圖與視圖。在紙盒製作活動中，透過引導讓孩子認識長方體與正方體的構成要素及

面與邊的關係。接著，從方便性與檢驗的角度切入展開圖的認識，並實際測量物品設計適當的包裝盒，

最後，為了方便溝通與呈現，引出視圖的使用需求。考量孩子先備經驗及教具操作的順暢性，活動安排

順序如下：

►活動一：紙盒製作

        為了讓孩子對「正方體」和「長方體」有進一步的認識，活動採取預測、實作、修正預測的模式進

行。有別於二年級的教具使用，改提供一張張的圖卡供他們黏貼組合，組合過程中，孩子需考量面的大

小、面的形狀、不同大小的面所需的個數… …等。嘗試錯誤的過程提供後續討論的養分與素材。有了

製作體驗後，接著觀察比較形體的異同，並歸納正方體與長方體的特徵。為了更加凸顯正方體與長方體

面與面、邊與邊的垂直平行關係，教材引入梯形柱做比對。

►活動二：展開圖

        以「利用形體特性辨識長方體展開圖」為主要活動，同時加入「繪製展開圖」的設計。展開圖的教

學從製作的便利性切入，回顧先前製作紙盒的過程，引出使用展開圖的需求。認識展開圖後，逐步引導

孩子利用習得的形體知識進行判斷，如：由三組全等的面組成的長方體，其全等的面互為對面、六個全

等的長方形無法組成長方體、組合時相鄰兩個面的邊必須等長… …等。孩子能成功利用圖卡拼排展開

圖後，再根據教學者提供的物品量身製作包裝盒，此時，他們需對實物進行測量，並決定每一個面的大

小，以及它在展開圖中的位置方能完成任務。

►活動三：視圖

        如何將立體形體平面化？一個包裝盒設計完成了，如何告訴他人這個盒子的大小、形狀？透過不同

角度描繪，引出數學對視圖的詮釋，而後藉溝通的需求，引出標註長、寬、高的數據，完成包裝盒視圖

的繪製。

        事實上，「視圖」的教學並不在此階段學習內容中，但在多場研發會議裡，各階段老師及教授互相

核對發現，國小課程大量使用「視圖」呈現立體形體，卻沒有針對視圖做相關介紹。曾經，為了向孩子

介紹立體形體平面化後的樣貌，我們嘗試採用拍照的方式進行，但是，不管從哪個角度拍攝，都拍不出

課本呈現的樣子，經過研究討論才發現，數學上的視圖與美術課的透視圖看似相近，實則不同，數學上

的視圖（也稱為示意圖）保留對邊的平行等長關係，但美術課繪製長方體時，因為消失點的呈現，邊與

邊並不會呈現平行關係，這個現象在拍照的時候就看得出來（如下圖1）。

                                圖1 長方體視圖與照片
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        此外，探討長方體正方體構成要素及關係時，我們指出長方體與正方體的鄰邊會互相垂直，但在視

圖上卻沒有辦法呈現邊與邊的垂直關係，關於這點孩子知道嗎？還有，視圖與原形體大小的關係是什

麼？標示哪些數據就可以代表這個形體的大小？林林總總的問題在對話過程中一一浮現無法漠視，儘管

教學時數受限，我們仍決定保留視圖教學於模組中。 

        思慮再三，反覆修正後的教學模組是否真的能培養孩子的數學素養？數學素養內涵甚豐，難以在一

個教學模組中完整呈現，本模組著重的方向為：讓孩子知其然，也知其所以然。故，進行構成要素之探

討時，透過實作活動之觀察體驗，抓出相關迷思並進行討論歸納；進行面與面的關係教學時，利用它例

的比對，察覺正方體與長方體的特性，進而統整相關概念；進行展開圖與視圖討論時，透過功能與便利

性連結數學與實際生活。除此之外，我們試圖在教學過程中，培養孩子「根據數學知識描述、模擬、解

釋與預測各種數學現象，發揮數學思維特長，作出理性反思與判斷以達與他人的有效溝通」的能力，同

時，為檢驗孩子能否利用數學基本概念來解決真實生活中的問題，模組中設計了「根據物品大小量身製

作正方體或長方體包裝盒」的活動。

        儘管教學前細細思量，對於模組與學生相遇後會如何產生變化還無法確認，於是，帶著滿滿的期待

我們進入課室。

 

教學發現：

        這個教學模組經過一整週的教學、討論與修正才畫下句點。回頭整理教學相關資料，我們發現：

壹、任務取向，孩子更清楚學習的路

        以「任務」的模式進行教學設計，對我來說是新的嘗試，一開始很擔心過於坦率的呈現方式會讓孩

子失去好奇心，實則不然。此活動以參加包裝設計大賽為題，事先說明需完成的學習內容，讓孩子對接

下來的活動有初步概念，而後的討論歸納反而容易聚焦，實作過程中發生了問題，也能根據目標做修正

與再次嘗試。

圖2  教材頁面
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貳、實作活動讓描述、解釋的內容更具體

        挑選圖卡黏貼紙盒、用圖卡拼貼展開圖、繪製展開圖、繪製視圖、根據物品量身製作包裝盒… …

模組中大量的操作活動，提供嘗試錯誤與累積經驗的機會，後續進行相關討論時，孩子能提出操作過程

中成敗的經驗與修正建議，讓學習更具體且多元。以紙盒製作活動為例，以往操作的物件是半成品，組

合過程不需思考，此次提供圖卡供學生選擇，邊長與面的關係就在操作中被看見了。

        為了避免盲目操作，活動一開始透過布題：「想一想，製作一個正方體需要什麼形狀的圖卡？需

要幾張？」讓孩子先有想法，再根據想法實作與修正。孩子雖然很快說出6張正方形圖卡就可以製作一

個正方體紙盒，拼組時卻發生問題，顯然「6張正方形圖卡就可以製作一個正方體紙盒」這樣的說法不

夠明確，根據實作經驗我們修正為「正方體需由6個全等（一樣大）的正方形的面組成」。利用圖卡拼

組正方體的策略有哪些呢？活動中出現的策略有三種：

圖3 學生操作策略

兩兩合作直接組合 立起確認位置後攤開黏貼再組合 黏貼成展開圖再組合

        哪種策略既方便又省時？經過數個紙盒的製作，孩子心裡已有定數。完成正方體與長方體紙盒製作

後，我們將做好的形體進行分類與觀察，並寫下該類形體的特徵。孩子的發現如下：
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圖4   觀察紀錄──正方體的特徵

 

圖5  觀察紀錄──長方體的特徵 

        充足的體驗活動，增進孩子觀察的敏銳度，面對排山倒海而來的想法，除了進一步的澄清與確認

（如：24個直角）外，也需帶領孩子進行歸納與統整，整理訊息的工具在此時顯得格外重要，The

Double Bubble Map是很好的選擇，先抽取長方體與正方體的共同特徵，再分別探討相異之處。討論相異

處時，透過交叉比對，逐一檢視是否有遺漏，如：在正方體的特徵中，孩子提到正方體的12條邊都一樣

長，「長方體的邊長呢？12條邊都不一樣長嗎？」我們追問。在長方體的特徵中，孩子發現長方體上

相鄰的面會互相垂直，於是我們再問「正方體也有一樣的現象嗎？」… …透過提問討論補足原先未被

察覺的特徵。在這個活動中， 「一張紙條寫一個發現」這種蒐集訊息的方式發揮具體效用：觀察與記

錄時，孩子可根據自己的觀察速度記錄1－5個不等的發現，不會出現等待或者彼此干擾的狀況；討論

時，這些發現可以被移動、修正、整合，讓思考的過程看得見。經過一節課的討論，我們歸納正方體與

長方體的特徵如圖6：

圖6  用Double Bubble Map彙整長方體與正方體的異同
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        前述活動中，透過觀察比較及視覺直觀認識形體的構成要素與關係，已達到國小階段學生學習目

標。為了更進一步探索孩子對於相關概念的想法，我們額外設計四個提問，孩子想法如下：

「說說看，你怎麼知道鄰邊會互相垂直呢？」

 ♦學生想法一：因為正方體與長方體的面都是正方形或長方形，這兩種形狀都有四個直角，表示相鄰

兩個邊的夾角是直角，因此，相鄰的邊互相垂直。

       ♦學生想法二：用量角器（三角板）量，相鄰兩邊的夾角都是90度。

 

「說說看，你怎麼知道對邊會互相平行呢？」

  ♦學生想法一：因為ㄆ面為長方形，所以a邊垂直於b邊，c邊也垂直於b邊，引此a邊與c邊互相平行

（如圖7）。

        ♦學生想法二：把a邊與c邊延長，不會有交點（如圖7）。

        ♦學生想法三：拿尺量，a邊與c邊間的距離都一樣長（如圖7）。

圖7 對邊互相平行說明示例
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「說說看，你怎麼知道鄰面會互相垂直呢？」

        ♦學生想法一：因為a邊垂直b邊；a’邊垂直b’邊，而且ㄑ面與ㄩ面均為平面，沒有彎曲或凹凸

問題（如圖8）。

        ♦學生想法二：製作一個水平的面與鉛垂的面，使兩面互相垂直如書擋（簡易書架，兩面互相垂

直），再利用此工具做兩面貼合的檢驗。

        ♦學生想法三：使用量角器檢驗兩個面是否成90度，檢查時眼睛需平視量角器確認這兩個面的交

界處處皆是90度。

圖8  鄰面互相垂直說明示例

 

「說說看，你怎麼知道對面會互相平行呢？」

♦學生想法一：因為撐起ㄑ面與其對面的四條邊（a邊、b邊、c邊及看不到的d邊）互相平行且等長，

而且ㄑ面及它的對面都是平面沒有凹陷或突起，所以ㄑ面與它的對面間的距離都一樣長，不會碰在一

起（如圖9）。

        ♦學生想法二：因為a邊與b邊互相平行，所以ㄩ面與其對面平行（如圖9）。【針對此解釋，可舉

梯形柱（如圖10）為反例，梯形柱中，A、B兩面有互相平行的邊，但兩個面並不互相平行。同時，

另行準備紙片延長A、B兩面使之相交，供學生判別】

圖9 對面互相平行說明示例一

         

圖10 對面互相平行說明示例二  
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        ♦學生想法三：如圖11，找一根與邊（高）一樣長的棒子，移到盒子內部檢查，檢查時棒子要與

上下的面垂直，若在盒子內移動時發現上下兩面間的距離都一樣長，就表示這兩個面互相平行。

圖11 對面互相平行說明示例三

為了說服他人相信自己的論點，孩子使出渾身解數，利用邊與邊的垂直平行關係、水平面的概念，以及

各種工具的使用試圖說明與解釋，想法雖不盡完整，但透過再次的討論澄清，邊、面的垂直平行關係更

加清晰了。

         「紙盒拼組」的實作經驗除了為構成要素及關係的討論提供豐厚的內容外，也遷移至展開圖的探

討活動中。「要如何才能將圖卡正確拼排成長方體展開圖？除了嘗試錯誤外，還有別的策略

嗎？」針對此問題，孩子的回答是： 

        ♦如果是「有兩個正方形」的長方體，要先找出四張全等的長方形圖卡，再找符合邊長大小的兩片

全等正方形圖卡。黏貼時，一樣長的邊貼在一起，先將四張全等的長方形圖卡貼成一個大長方形，然後

再分別將正方形圖卡接上去。因為這兩個正方形是對面不是鄰面，所以不會接在一起，另外，與長方形

接合的邊要一樣長。

♦如果是由「三組長方形」構成的長方體，要先分別找出兩兩全等的長方形圖卡三組，這三組長方形圖

卡的邊要彼此吻合，不能太長也不能太短。然後，全等的面不能貼在一起，因為全等的面是對面不是鄰

面。

        仔細比對孩子的操作歷程與說明發現，具體經驗讓孩子在陳述策略時有「步驟性」，他們較能明確

地說出先如何，再怎樣… …，這與過去教學相比有明顯的不同。

        「繪製視圖」是模組中最後一個實作活動。首先，請孩子「觀察四張同一個長方體的照片，並說

說看這四張照片有何異同」。根據此布題，孩子發現：同一物體，觀察的角度不一樣，可以看到的面
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不同，拍出來的樣子就不同。順著此想法，我們討論：「從什麼樣的角度拍攝，才能讓大家清楚這是

一個長方體？」孩子提出的看法是：不能只拍一個面、拍三個面比較有立體感，繪製時也相同，需繪

出三個面。

圖12 孩子觀察形體，繪製視圖 圖13 孩子首次嘗試繪製視圖

原以為繪製視圖對五年級的孩子來說並不困難，實際操作發現，孩子需克服的地方不少，四年級繪製互

相平行、互相垂直的線是此部分最重要的先備經驗。此外，立體形體平面化後呈現的樣貌已失去鄰邊互

相垂直的特性，這對孩子來說也是難關。經過一連串的探討，我們確認「立體平面化」是非常關鍵的學

習。至於，怎麼設計教學可以讓孩子學得更好？是未來將持續關注的問題。

        教學發現，明亮清晰的思路需要具體經驗的支撐， 過程中，孩子不斷使用「因為…所以…」的句

式解釋想法；我不斷地問：「有沒有不同的想法？有沒更好的方法？」這是一趟互學之旅，師生共創別

開生面的學習之路。

參、從「需求」出發，學習更有需求

        「欣怡老師，正方體與長方體展開圖的樣式都有很多種，你為什麼不介紹？」教學結束後，觀課夥

伴這樣問。其實展開圖的「實用性」與「多樣性」之爭在活動設計之初即展開，經過來回思辯發現，展

開圖的多樣性與後續數學學習較無直接聯繫，而形體特性與展開圖息息相關。於是，我們設定「展開圖

使用的便利性」、「利用形體特性辨識展開圖」、「繪製展開圖」為教學重點。

        為了讓展開圖的使用有需求，教學時從製作紙盒的便利性切入，首先，讓孩子回顧先前製作紙盒經

驗，透過問話：「包裝產品時，一片一片黏貼的方式既費時又不方便，針對這個問題，你有更好的

策略嗎？請說說看。」先前的實作經驗發揮具體效用，孩子提出「將圖卡攤平盡量將六個面貼好，再

立起來黏貼其他的邊」的想法，為了方便後續溝通，我們於此時介紹「展開圖」的名稱。

        引出使用展開圖的需求---一體成形，方便組合，且孩子能成功利用圖卡拼排展開圖後，我們請孩子

根據提供的物品量身製作包裝盒，此時，孩子需對實物進行測量，並決定每一個面的大小以及它在展開

圖中的位置。而後，孩子根據節省材料、產品是否方便拿取，產品在盒子中是否會因為空隙過大晃動造

成損壞等原則進行審核與修正。

        經過分類比較，孩子繪製展開圖的策略主要有兩種：

        ♦先選定一個「底面」，底面的四條邊各連接一個側面，而後再畫上「蓋子」（另一個底面）。

        ♦先畫出四個連在一起的側面，再畫「底面」跟「蓋子」。

        能根據物品大小繪製展開圖並完成紙盒設計後，如何將成品平面化，方便他人評閱呢？拍照、繪製

視圖就成了下一個討論主軸。
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        「為什麼作業簿上畫幾條線就能代表一個長方體？」、「為什麼標上幾個數字就能代表該形體的大

小？… …孩子若不清楚，後續計算形體體積與表面積時問題就一一浮現。因此，踩在「溝通的需求」

上，我們設計了視圖教學。此次教學礙於時間，採用說明的方式帶領孩子認識視圖，接著，利用布題與

孩子探討視圖與實際形體大小的關係。一開始，孩子最直接的反應就是畫一個和形體一樣大的視圖，而

後才陸陸續續提出將形體的樣貌畫下來，用標示長度的方式處理，唯有如此，才有辦法呈現大型物體的

視圖。那麼，到底要標示哪些邊呢？每條邊都標示嗎？透過追問，孩子回扣先前長方體與正方體邊的

長短特性，歸納出長方體需標示三條邊（長、寬、高），而正方體的部分出現分歧的意見，有孩子認

為，只要註明正方體，標示一邊即可（因為正方體的12條邊都一樣長）；也有孩子認為標示三條邊不但

能確認紙盒有多寬，有多深，有多高（長、寬、高），還能省下標註中文的過程。此布題主要用意在連

結後續長方體正方體體積、表面積的學習。為什麼視圖上要標示邊的長度？邊的長度跟盒子的大小

有關嗎？視圖上需要標示哪些長度我們才能知道盒子的大小？而知道了某些長度，我們可以再推

測出哪些邊的長度呢？透過此部分的實作與討論，為後續相關教學做墊步活動。

        完成討論後，我請孩子繪製邊長5公分的正方體，此題除了讓孩子有再次練習的機會外，也用於檢

驗孩子是否了解：只要標示長度，視圖上的邊長可自行設定。所有練習都完成後，即請孩子為自己製作

的形體繪製視圖，完成競賽的第二項作業：視圖繪製，並回頭想想展開圖的繪製中，哪些邊的長度需要

標示，並嘗試標註。

      「怎麼樣才方便使用？」、「怎麼做才能讓他人清楚我們的設計？」從這兩個問題出發設計的展開

圖與視圖教學活動，讓師生在更自然的情境下來回修正思維與呈現方式，達成教學目標。

肆、因為學習深刻，所以學習成果令人印象深刻

        「孩子能繪製展開圖與視圖後，是不是該教他們在哪些位置加黏貼需要的面？」、「孩子會不會混

淆原本的六個面及後來增加的黏貼面？」、「要不要教孩子『最少』須設計幾個黏貼面才能將紙盒貼

牢？」… …。為了讓教學更完善，我們再次迎向鋪天蓋地而來的疑問。我們相信，經過先前深入的操

作與討論，孩子一定有辦法。於是，簡單的任務分派後，創作活動開鑼了。

        「想一想，如何修正會更好？還可以做什麼樣的改變展現創意？」指令下達，孩子開始尋找工

具測量禮品各向度的大小，仔細討論每個面的位置以及美化方式，一張張紙開始變身為各式各樣有趣且

實用的禮物盒來。

圖14 作品一  圖15 作品二

        有的孩子用緞帶固定側面，並增加一個面貼上魔鬼氈，完成開闔容易的作品（圖14）；有的孩子採

鏤空設計，讓包裝盒兼具燈罩功能（圖15）；也有孩子用緞帶取代黏貼面的功能，將禮物盒包裝完整，

為了方便顧客取物，還用魔鬼氈做活動裝置（圖16）；甚至有孩子製作造型狗禮物盒，十分有意思
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（圖17）。                  

 圖16 作品三 圖17 作品四  

圖18 作品五

        成品琳瑯滿目（圖18）令人目不暇給。看著提供的各項物品適恰地擺放在孩子們設計的包裝盒中，

我知道在這次課程中，他們不但認識了正方體與長方體，也學會針對各項物品設計專屬包裝盒的技能，

將所學應用於日常生活中。

寫於教學之後

        改變教學策略對一個老師來說是很大的挑戰，在嘗試將緊握的雙手鬆開之際，我們有許多的質疑與

掙扎，但是，看著孩子蹣跚起步，從挫折與失敗中不斷的尋找出路，儘管彼此間意見不盡相同，也能想

方設法說服彼此，當知識與技能習得時，他們眼角的欣喜與止不住的笑，是給予教學者最珍貴的饋贈。

這個過程當然曲折，為了讓教學順暢，我們擷取多方建議，屢次修正教具的使用與教學脈絡的安排，精

心設計的活動仍在教學中不斷遇見困難，於是一修再修，這段期間，非常感謝「教材與教學模式研發團

隊」夥伴們從不同角度給予相關修正建議。完成教學後，我們不斷被問：以後的課本就長這樣嗎？以後

的教學一定要實作嗎？時間怎麼夠？在這個過程中，我們努力給孩子更充裕的學習內容與時間，試圖轉

化素養內涵於教學中，但對素養的定義，素養教案的樣貌我們仍在探索與修正，這裡頭一定還有許多有

待精進之處，我們想呈現的不是典範，只是盡力為孩子未來的學習畫一個藍圖，最希望的，就是發揮拋

磚引玉之效，讓更多教育先進加入，這樣一來，孩子未來的學習就更令人期待了。
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