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幾何證明文本閱讀的眼動研究： 

圖文比重及圖示著色效果 
 

陳琪瑤、吳昭容∗ 

 
幾何證明的文本具有圖示參照的特性。透過眼動追蹤技術可以瞭解圖文的

閱讀比重以及圖示著色對閱讀歷程與理解的影響，以探究閱讀幾何證明的圖文

整合歷程。本研究採四道國中的幾何證明為材料，操弄附圖上是否著色，以學

過但不熟稔幾何證明的 31 位大學生為受試者，蒐集其閱讀幾何證明時的眼動

資料，隨後立即進行紙筆回憶測驗。結果發現，(1)受試者有一半的凝視時間

落在圖區，且單位畫素凝視時間圖區較文區長，閱讀幾何證明相當依賴讀圖的

現象，說明了圖示提供建構與整合各幾何元件空間關係之訊息，且此訊息因空

間工作記憶的限制而需重複閱讀。此外，圖示也提供憶取幾何性質之線索，有

助於讀者進行橋接論證，顯示讀圖的教學是個值得著力之處。(2)圖示著色縮

減關鍵區的初始理解時間，但不影響其回視時間，也未造成回憶表現的差異，

顯示著色影響大學生閱讀幾何證明的視覺化歷程，但對幾何推理歷程以及最終

的理解記憶影響不大。亦即圖示著色是個可以影響幾何證明閱讀效率的表徵方

式，在文本呈現與教學上有其意義。(3)結論處也指出幾何閱讀的眼動研究尚

須確認數學詞彙單位、處理圖文來回時意外落點的技術，以及閱讀軌跡的分析

方式等基礎研究。 
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Eye Movements During Geometry Proof Reading:  
Text Contrasting With Figure and the Colored Effects 
 

Chi-Yao Chen & Chao-Jung Wu∗ 

 
The reading comprehension of geometry proofs necessitates a coherent mental 

representation of all the information conveyed in the figure and text. Eye movements can be 
used to assess the perceptual and cognitive processes, and how colored figures affect the 
integration of text and figures during comprehension. For our experiment, we used four 

junior high school level geometry proofs with colored/uncolored figures to examine 31 
undergraduate students who had learned but have not mastered geometry proofs. First, the 
participants’ eye movements were recorded during reading. A paper-and-pencil recall test 

was then administered to the participants after the reading procedure. The data reveal that 
half of the fixations were located on figures, and the proportion of fixations to the pixels of 
the figures was greater than that of the texts. The results suggested that the reading of 

geometry proofs depended more on figures that organized the statements using a specific 
status and provided cues for the geometry proof properties compared to text. Working 
memory limitations increased the regression time for figures. Additionally, figures provided 

utility cues for recalling geometric properties, which assisted readers in performing 
deductions and verifications. Colored figures influenced the visualization of undergraduate 
students when reading geometry proofs. This reduced the initial reading comprehension 

time of one theorem, but did not affect the regression time and comprehension exhibited in 
the recall tests. Valid analyses of eye movements when reading geometry proofs must be 
supported by definitions of mathematical words and data-screening skills. 

  

Keywords: eye movements, geometry proof, mathematics reading 
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幾何證明文本閱讀的眼動研究： 

圖文比重及圖示著色效果 
 

陳琪瑤、吳昭容 

 

壹、緒論 

 
閱讀是個體主動學習並與外界溝通的一個重要管道。而學科閱讀，除了涉及認

字、理解兩個歷程（Adams & Lowery, 2007；Österholm, 2006），也與學科的先備知

識和學科特殊閱讀技巧有關。數學是一種簡潔、抽象的語言，不僅蘊含與日常生活用

語不同的專屬意義，也是通往自然科學、社會科學或管理科學等領域的重要工具，其

閱讀包含辨識文字、數學符號、圖示、表格，以及轉化與整合各種表徵以成為專屬數

學意義的歷程。 
近幾年有多位研究者關注到證明的閱讀理解（左台益等，2011；葉明達、柳賢，

2007；Selden & Selden, 2003；Yang & Lin, 2008），他們認為完成幾何證明與讀懂證明

有密切的關係，學生在學習以嚴謹的形式進行論證之前，得先能理解與接受一個新定

理的證明。而幾何證明的閱讀理解不僅有前述統整數學文本各種表徵的認知歷程，同

時還存在著演譯邏輯特有的論述方式，其閱讀歷程更顯特殊。 
近年來閱讀歷程的研究，因為眼動追蹤技術的發展，而大幅提昇了我們對文字、

篇章、圖片、視覺搜尋等認知歷程的瞭解（de Koning, Tabbers, Riker, & Paas, 2010； 

Rayner, 1998, 2009），也提供多模態（multimedia）教學上的建議（Jamet, Gavota, & 
Quaireau, 2008）。數學教材與試題中常見同時包含文字、符號、圖、表的多模態文本，

眼動追蹤技術可以協助我們瞭解讀者如何統整數學文本中的不同表徵。 

教科書上的幾何證明常見以著色凸顯相等的角或邊長的標記方式，此一設計符應

了文獻上一再被驗證的標記效果（signaling effect）（Mayer, 2008）。而 Cheng 和 Lin
（2005）以及 Lee 和 Cheng（2007）也發現在幾何論證或證明的圖示部件加以著色，

有助學生覺察圖示部件中和解題相關的內隱性質。此外，讀圖的眼動文獻也顯示著色
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有助於理解機械圖（Boucheix & Lowe, 2010）或加速科學圖文的閱讀整合（Folker, 
Sichelschmidt, & Ritter, 2005）。因而本文透過眼動追蹤技術，探究幾何證明閱讀歷程

中圖示或文本的閱讀比重，同時操弄幾何圖示上的顏色，用以探討是否有標示效果及

其可能的影響歷程。 

 

貳、文獻探討 

 

一、 幾何認知活動與證明的閱讀理論 

數學語言具有符號化、邏輯化、嚴謹性、抽象性和精簡等特性。幾何證明的理解

除了包含數學閱讀所必須的數學語言、符號和圖表的編碼與整合之外（Barton, Heidema, 
& Jordan, 2002；Adams, 2003），還包括數學證明所需的一連串假設、推論等歷程以

及對幾何圖示意義建構與理解，其歷程非常繁複。例如 Yang 和 Lin（2008）指出，幾

何證明的閱讀理解應包含：知道術語、符號和圖示的意義；辨別證明中的陳述是定義、

前提、幾何性質應用或是結論；根據演繹規則檢查每一步驟；辨明問題的陳述是前提

或是結論；發現證明的關鍵點；判斷證明的確實性；判斷每個命題的真偽和普遍性；

找出證明和自我預期證明中的衝突部分；修正命題和對陳述提出合理的解釋等部分。

Yang 和 Lin 整理相關文獻，同時藉由與數學專家或教師的半結構訪談，對幾何證明閱

讀理解提出 RCGP（reading comprehension of geometry proof）模式，以表層（surface）、

辨 識 元 件 （ recongnizing elements ）、 鏈 結 元 件 （ Chaining elements ） 和 膠 囊 化

（encapsulation）四個階層來說明幾何證明閱讀的不同理解層次。此四層次中，表層

理解層次是指運用概念性和程序性知識解讀術語、符號、圖表的意義；辨識元件層次

是從證明的命題中找出內隱的前件、結論，與性質三種元件，用以解析命題的邏輯角

色；鏈結元件層次則是以幾何性質聯繫前件和結論，使其論述得以被確認；最後則是

膠囊化理解層次，則是將各個鏈結好的前件與結論統整成一個大的論點，以形成完整

的論證系統。 
在幾何圖示理解部分，Duval（1995）認為其包含知覺性（perceptual）理解、序

列性（sequential）理解、論述性（discursive）理解和操作性（operative）理解四部分。

知覺性理解是指直接認出由視網膜接收到的圖示訊息，或透過知覺恆常性，重新組織
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感官接受器上的訊息，而辨識出圖形特徵；序列性理解是指建構和描述圖示結構時，

利用數學性質表徵物件彼此關係之特有的陳述順序，來理解次圖示（sub-figure，即圖

示中與解題相關的角或線段等）間的關係；論述性理解是指當圖示中的數學特性不能

完全透過知覺性理解時，藉著命題和假設的敘述來說明圖示的幾何性質；操作性理解

部分，Duval（1998）認為是視覺在問題解決中所扮演的重要角色，透過此部分，閱

讀者可對圖形重新建構，並對解題更具有洞察力。 
針對操作性理解，Duval（1999）用視覺化（visualization）來說明：一般視覺僅

包含認識（epistemological）和概要性（synoptic）兩種認知功能，而幾何中的視覺化

則是一種根基於符號本質，且能透過心智或實際運作來表現彼此關係，或表徵部件間

更好組織的一種符號表徵。透過視覺化，幾何圖示理解可能獲得提升。 
Gal 和 Linchevski（2010）認為幾何的視知覺與知識表徵（visual perception and 

knowledge representation，VPR）包含連續的三個階段，而幾何圖示理解困難也可能發

生在這三階段。此三階段分別是：(1)組織（organization）階段，指從視覺影像中抽取

形狀和元件的早期處理歷程，閱讀者可能受完形原則的限制，在重組、建構圖形內部

次圖示意義時受到阻礙，而影響對幾何圖形的掌握，但透過著色或加粗線條可能獲得

改善；(2)再認（recognition）階段，透過個體結合特徵和脈絡訊息，決定出由視覺收

錄而來的是什麼形狀或元件，此階段包含由上而下（ top-down）以及由下而上

（bottom-up）的同時認知處理歷程。若儘量將直角的兩邊以水平和垂直方向的原型

（prototype）呈現，或以小直角記號標記，則可促進由下而上訊息收錄以及由上而下

認知處理歷程，而減少理解困難；(3)表徵（representation）階段，著眼在以感官知覺

為基礎的知識表徵（perception-based knowledge representation）具有整合語言和圖像

表徵的特性，亦即內在表徵不僅保留感官知覺所觀察到的細節，同時以語彙加以描

述、摘要。但因幾何物件以空間位置（spatial position）的方式貯存，而文字的貯存是

線性的（linear order），因此這兩種訊息貯存形式間的衝突會導致此階段的圖示閱讀、

書寫和理解的困難。改善此階段的圖示理解困難，可透過將重要次圖示依字母順序或

一般讀者熟悉順序命名，例如選用∠ABC 指稱 AB 和 BC 邊所夾角（而非∠BAC 來指

稱 BA 和 AC 邊所夾角），或在證明兩圖全等時，減少兩圖間的相對旋轉角度，以減少

在重組、建構圖形內部次圖示意義時受到阻礙而影響對幾何圖形的掌握。 
就如 Duval（1999）與 Gal 和 Linchevski（2010）所言，理解幾何圖示在證明文本

中的意義，涉及從背景中將重要的幾何元件抽離，並觀察幾何元件間的關係。透過圖
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示著色，對抗視覺化可能受到完形原則的限制，提升由下而上的訊息擷取，是否能提

升幾何證明閱讀的效率或理解呢？而圖示與命題間相關訊息將如何整合以完成幾何

證明閱讀理解，是本研究所關心的議題。 

二、 幾何證明閱讀的實徵研究 

由於閱讀幾何證明是高度認知負荷的作業，左台益等人（2011）將複雜的幾何證

明以分段的方式呈現，比較分段與未分段的呈現方式對於專家（主修數學的準教師或

在職數學教師）和生手（八年級學生）在認知負荷的感受與閱讀理解上的影響。49

位專家與 66 位生手在分段呈現證明文本時，其閱讀意願顯著提高，且閱讀證明時所

產生的困難度和所花費的心力也顯著降低，但在閱讀理解的表現上，是否分段並未造

成顯著差異。此外，不論證明文本以分段或未分段呈現，專家的閱讀意願與信心指數

都顯著高於生手，而其閱讀證明時的困難度和所花費的心力則顯著低於生手，且專家

的閱讀理解表現也顯著優於生手。此研究結果呼應了前一小節所述，幾何證明閱讀理

解中涵蓋諸多複雜認知歷程，分段呈現幾何證明文本雖顯著降低認知負荷，但不論專

家或生手，其最終的幾何證明閱讀理解都不受呈現方式的影響。 
除了分段呈現，幾何證明可有多種呈現論證的方式，例如將結論和支撐結論的理

由分左右兩欄或不分欄，或者將結論與理由先後呈現。Yang、Lin 與 Wang（2008）以

閱讀理解試題探討文本呈現方式、證明的複雜度，以及提問的層次對答題表現的影

響。雖然過去的文獻提及左右欄或先提出結果的敘述方式，不利於習慣中文閱讀的本

國學生，Yang 等人的結果卻發現，幾何證明文本的呈現方式對於 153 名九年級學生答

題品質沒有影響，該變項也不與另外兩個自變項有交互作用。上述兩篇研究結果可能

指出幾何文本的呈現方式的確不影響閱讀理解，但也可能僅是因為閱讀理解正確率這

樣的測量方法無法敏銳地反映呈現方式的影響。因為即使呈現方式的確影響閱讀理解

的難度，但在不限時，且有後續測驗作為目標的情況下，為了能回答問題，受試者會

努力統整文本的資訊以正確答題，所以無法從正確率上看到差異。此時，採取閱讀時

間或眼動追蹤的指標就比較有機會呈現可能的差異。 

關於幾何圖示著色的效果，Cheng 和 Lin（2005）發現要求在兩步驟幾何證明中

只能完成部份步驟的國中生，針對已知中所提及之相關圖示部件進行著色，能有助學

生看見圖示部件中隱含而和解題相關的重要特性，進而提昇證明的完成率。而 Lee 和

Cheng（2007）也發現，在幾何證明圖示關鍵部分著色後的色卡，雖無法明顯提升六
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年級學童幾何論證的層次，但對圖形中隱性性質之覺察或性質間之關連性具有提示作

用。此一著色效果和其它知覺的研究一致。過去研究顯示，操弄顏色確實能提高個體

對物件的注視時間和頻率（Turatto & Galfano, 2000），而 Folker 等人（2005）在文本

左半部以文字說明細胞分裂過程，右半部以圖示方式呈現，結果發現在關鍵文字與對

應圖示區塊中著色相較於無著色，學生的閱讀理解表現較佳。 

顏色標示在提升閱讀效果的可能理由有二：一是就減低認知負荷的觀點來看，圖

文並置的閱讀歷程中，個體為了搜尋與文字內容相關的圖示，必須在工作記憶中保存

相關的文字內容，同時在圖示中搜尋語意相關的線索，若在圖片與文章相關內容部分

著色，就能減少工作記憶的負荷，進而提升理解效果（Folker et al., 2005）。二則，將

圖上所需凸顯的圖示線索加以著色，除了可以由下而上的方式擷取個體注意力，也可

使個體訊息的編碼和整合更有效率，因而也提升了理解效果（Gal & Linchevski, 

2010）。幾何圖形蘊含著豐富的訊息，圖片中所包含的龐大資訊量常造成學生理解圖

形的困難。從視覺化的觀點，著色有其理論依據，而教師教學上也常將等長線段或等

角上標以相同顏色。因此本研究透過幾何證明中重要步驟相對應的圖示元件加以著

色，來提升視覺化的效益，並透過幾何證明的眼動資料與理解記憶表現，以分析著色

對幾何證明閱讀之影響。 

三、 圖文閱讀的眼動研究 

在純文字的篇章閱讀（text reading）中，通常涉及兩個基本歷程：詞彙歷程（lexical 
processes）和理解歷程（comprehension processes）（Sternberg, 2009, p. 383），前者在

於辨識字詞，後者則在整合語句或全文的意義。篇章閱讀的眼動文獻（Juhasz & Rayner, 
2003；Williams & Morris, 2004）則指出，一個詞彙意義的初始處理階段可以用第一凝

視時間（first fixation duration，簡稱 FFD）或第一連續凝視總時間（first gaze duration，

簡稱 FGD 或 GD）來測量。前者指的是進入分析區（interest area）後的第一個凝視點

的時間，後者則指進入分析區後到離開該區前，不論凝視點為一點或多點的所有時間

總和，此二指標都會受到詞頻影響，越常見的詞彙凝視時間越短。而重新分析階段則

可用回視率（regression rate）或回視總時間（regressive gaze，簡稱 RG）來測量，此

階段和語句或全文的統整有關，具預期性的文章脈絡比不具預期性的文章的回視次數

少或時間短。如果以接觸詞彙的 GD 和 RG 兩組眼動指標分別對應到幾何證明閱讀的

解碼歷程（decoding processes）和理解歷程，在目前缺乏研究提出相對於一般文字的
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一個「詞彙」的數學單位該如何界定之下，欲以眼動資料進行幾何證明閱讀歷程分析

存在些許困難。顧及幾何證明歷程中，閱讀者需充分掌握前一命題後，才能進行橋接

論證，因此本研究以幾何證明文本之「命題」為單位（詳見參之「五、資料分析與選

擇」之（一）之 3 的說明），用以蒐集相關眼動訊息以分析幾何證明閱讀歷程。 
文章中加入圖片說明，不僅可以吸引讀者的注意，同時也可提升閱讀動機和理解

（Carney & Levin, 2002）。因此，無論是日常生活中的書籍、報章雜誌、平面廣告或

是教科書，都常使用圖文並置的方式來傳遞訊息。Hegarty、Carpenter 和 Just（1991）

記錄大學生讀圖文並置之滑輪系統時的眼動型態，發現科學圖文閱讀中，受試者建構

心智表徵主要是文本主導（text-directed）。隨後，Hegarty（1992）分析大學生閱讀滑

輪系統時眼球移動的順序與凝視點兩個眼動指標，發現凝視點會在幾個相關連續的圖

區，以及圖文間來回移動，也有重新凝視的情形。這說明了閱讀歷程中，可能受限於

工作記憶容量或背景知識不足因素，受試者必須來回檢視，同時對照圖文兩區的概念

表徵以完成閱讀理解。此外，該研究也發現整個圖文閱讀的歷程主要由文主導。受試

者會先在文區內來回凝視，之後再到與文區相對應的圖區閱讀。而在處理圖區訊息

時，凝視點會先停留在局部部件上，待一些部件相關訊息完成解碼後，再整合多個部

件彼此相互關係，進而完成整體知識表徵。  
Schmidt-Weigand、Kohnert 和 Glowalla（2010）利用圖文兩區的總凝視時間與凝

視點，操弄文字或口語呈現文本，以及文本呈現速度之不同，探討大學生閱讀閃電成

因圖文時的認知歷程。結果發現受試者花在文本的時間顯著多於圖區，但當文本呈現

速度變慢時，圖區停留時間延長，圖文間來回檢索的次數也增加，而在受試者自我控

制文本呈現速度下，圖文來回檢索頻率比系統控制速度時高，此結果支持 Hegarty 系

列研究中，認為科學圖文閱讀歷程中，文本佔有主導地位。該研究的圖區凝視時間占

整體比率在兩次實驗中約在 .24~ .41。相較之下，Hegarty（1992）的受試者讀圖的凝

視時間比率較高，該研究的大學生受試者讀滑輪系統的圖文凝視時間比率接近各半，

此結果可能來自於該研究中，滑輪圖示旁的文字說明遠少於 Schmidt-Weigand 等人之

研究。 

至於兒童閱讀圖文並置的科學文本時，其讀圖比率如何？Hannus 和 Hyona（1999）

以不同能力的 10 歲學童閱讀六篇生物教科書的文本，每個文本包括 3~6 個圖片，包

括相片或彩色、黑白繪製的圖。該研究將文本分為文、圖、圖說（figure caption）、空

白四個分析區，結果凝視時間總和是高能力學童（332.3 秒）比低能力學童（272.3 秒）
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來得長，但分配在四區的時間比率則非常相似，文區的凝視時間最多，約佔總時間

的 .81，其次是圖說約 .12，圖區的凝視時間僅 .6，顯示對於兒童而言，科學圖文閱

讀理解仍是文本主導。 
上述研究多以文區或圖區凝視時間來討論文圖的閱讀比重，Rayner、Rotello、

Stewart、Keir 和 Duffy（2001）以成人閱讀廣告進行眼動資料的分析時，考量文區或

圖區的面積大小不一，僅比較兩區的凝視時間可能產生偏差，因此除了凝視時間和凝

視點之外，採用了第三個指標－凝視時間除以分析區畫素（looking times in milliseconds 
per pixel），透過三個指標之分析結果的交互檢證，得到相當一致的結論。結果發現讀

者讀文的比重顯著多於圖區，在不同的廣告中，讀者讀圖的凝視時間約佔總時間

的 .30，而單位畫素的凝視時間是文區為圖區的 3~5 倍。 
在數學領域中，Epelboim 與 Suppes（2001）是極少數以幾何解題為材料所進行的

眼動研究，其研究目的在提出「眼動的幾何推理引擎」（oculomotor geometrical reasoning 
engine）模型，用以估計特定受試者解決特定幾何量問題時的視覺工作記憶。該研究

以 10 道幾何量的計算題為工具，受試者是三名成人，所有試題的數字都在可心算的

範圍內。文本部份以一句一行的方式呈現，每題限時 5 分鐘。解題時不提供紙筆，但

要求受試者放聲思考，以便同時蒐集眼動與放聲思考資料。研究發現解題時所需要建

構的輔助線，雖然未出現在圖上，但專家受試者能在心智上建構出這條關鍵的輔助

線，並在眼動現象上顯現掃瞄的軌跡；相對地生手受試者則沒有此一眼動的軌跡。此

外，在口頭報告時的掃視軌跡相當重複（redundant），亦即受試者會一再凝視看過的

元件，但口頭報告的內容並不重複相關的訊息。Epelboim 和 Suppes 認為重複的眼動

軌跡顯示視覺工作記憶之容量限制，此特性來自於個體必須讓消失的必要訊息能再次

進入工作記憶中，而資料分析上也支持這樣的主張。該研究雖然確認了眼動指標可以

和放聲思考內容相配合，提供我們瞭解幾何附圖作為解題線索的重要性，但無法提供

有關幾何證明中，文本的命題與附圖在論證過程中各自扮演角色的參考資料。 
相較於科學文本使用較多生活或書面語言，幾何證明文本多為數學符號；而科學

圖示常有相片或日常生活的物件，幾何證明圖示則以非日常生活中可見之幾何圖形來

表徵。閱讀歷程中科學文本多由文來主導，幾何證明中卻常受限於工作記憶容量，讀

者常需在圖文間來回檢視，以將訊息維持在工作記憶中來進行論證。幾何證明文本與

科學文本的圖文形式存在著差異性。 

綜合上述文獻，本文聚焦在閱讀幾何證明文本時的圖文閱讀比重以及圖示的著色
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效果。透過眼動儀所提供的凝視位置與時間的訊息，本文推敲讀者在閱讀幾何證明時

圖示與文字符號的重要性及可能的功能，而透過操弄幾何圖示的有無著色，一則能進

一步探究幾何文本閱讀的本質，也能瞭解著色是否真的影響幾何證明的閱讀理解或其

歷程。研究問題如下： 
（1）幾何證明文本的閱讀歷程中，圖文訊息的比重為何？ 

（2）幾何圖示有無著色標示對閱讀中的眼動指標有何影響？ 
（3）幾何圖示有無著色標示對閱讀後的回憶量有何影響？ 

 

參、研究方法 

 
本研究分兩階段進行，先在閱讀階段蒐集即時性的眼動資料，隨後在紙筆測驗階

段要求受試者完成相同的幾何證明題。紙筆測驗一方面可使受試者用心閱讀，另一方

面也能評估受試者閱讀理解的情況。 

圖文閱讀比重是以讀者在同一證明題上分佈於圖區或文區的眼動指標加以分

析。而幾何圖示的著色效果，則採用操弄材料的實驗法，使每一證明題均有著色和未

著色兩種版本，同一名受試者只接受其中一種版本， 用以比較著色相對於未著色對

眼動指標以及閱讀後回憶表現的影響。 

一、受試者 

參與本研究的 35 名受試者，來自北部兩所大學的大學生與研究生，他們多半來

自教育學院，不包括數學或數學教育系，且對於國中學過的幾何證明題已不熟悉。經

刪除校正過程無法完成者一名、偏移嚴重者一名，以及眼動資料蒐集後發現凝視點出

現諸多落在非文區也非圖區的受試者兩名，最後眼動資料保留 31 名有效樣本。其中

部份受試者閱讀文本末尾處出現飄移現象，分析著色效果時因需使用範圍較小的分析

區塊而被刪除，故分析著色效果時的有效樣本數較少，詳見「五、資料選擇與分析」。 

二、研究材料 

本研究材料包含兩部分。一為呈現給受試者閱讀的幾何證明題的問題與示範證

明，另一則為蒐集受試者回憶表現的紙本。 
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（一）幾何證明題的題目與示範證明 

為能更廣泛蒐集幾何證明閱讀的相關眼動行為，本研究之幾何證明文本材料選自

康軒出版社（2005）與翰林出版社（2006）國中教材第四、五冊，內容包括三角形全

等性質、角平分線，以及圓外角性質、圓周角性質等，並與一位數學教育教授及兩位

國中數學教師討論後，選擇四道不同證明題（見圖 1 至 4），難度依序為易、中、中

和難。每題的材料包括一頁的題目與一頁的示範證明。題目部分和一般幾何證明題類

似，包括了已知條件、求證和附圖，示範證明則類似解答一般，除了上述三個部分外

還提供了證明步驟。 

題目之附圖均無著色，示範證明的附圖則分為有、無著色兩種狀況。著色的附圖

中，若與文本證明步驟有對等關係，則在其相對圖示位置著色。如果同一題有兩個對

等關係，則以不同顏色區隔。例如題一之 AB 和 AD 均著上紅色， AG 和 AE 則著上

綠色。具對等關係的證明步驟，則稱做關鍵命題，本文以虛線方框標在圖 1 至 4 上，

為該題證明步驟中，橋接論證的重要步驟，亦為文本閱讀眼動資料之分析區塊。 

（二）幾何示範證明回憶測驗 

回憶測驗的型態類似於一般常見的證明題，題目上呈現已知、求證以及附圖，所

有附圖均無著色（參見附錄一，示範證明部份為解答及計分準則）。為避免受試者單

靠死記就能得分，回憶測驗的試題與圖示並未複製原試題，部分試題中的點或角改以

不同英文字母標示，部分附圖並進行鏡像或上下翻轉。 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

圖 1  SAS 性質（題一） 
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圖2  圓外角性質（題二） 

 
圖3  圓周角性質（題三） 
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圖4  三角形角平分線性質（題四） 

三、儀器設備 

本研究使用了呈現實驗材料與蒐集眼動資料兩組設備。前者包括一台 PC 電腦、

1024 768（pixels）解析度之 19 吋螢幕，內緣長寬約 378mm  215mm，以及用來撰

寫實驗程序的套裝軟體—Experimental Builder（EB）；後者則包含 Dell OptiPlex Gx620 
之相容個人電腦設備、取樣率為 250~1,000 赫茲的眼球注視追蹤系統 Eyelink 1000，

以及 Chimei 19PS 顯示器來呈現實驗材料，並同時紀錄眼球凝視點的座標位置、駐留

時間等資料。受試者如同一般閱讀以兩眼同時觀看，但儀器只記錄受試者右眼眼動型

態及反應時間。 
由於本研究屬認知類型，因此採用 SR Research 公司對認知型實驗所建議之設定

值來進行實驗。採用三種眼球跳動閾值標準：移動量超過 0.2 °視角、移動速度（velocity）

超過 30deg/sec 或移動加速度（acceleration）超過 8000 deg/sec。 

四、研究程序 

實驗採個別施測，第一階段先蒐集受試者閱讀幾何示範證明材料之眼動資料，第
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二階段則蒐集受試者對各題的回憶量。為減低試題先後呈現順序所造成的影響，其中

一半的題本順序是題一至四，另一半的順序則為題三、四、一、二。四題中有兩題附

圖有著色，另兩題無著色，兩種題序均各有四種有（C）無（N）著色的組合：NCNC、

CNCN、NCCN、CNNC。每個受試者隨機分派到上述八種版本之一，回憶測驗的版本

則和該名受試者閱讀示範證明所呈現的題序相同。 

正式閱讀幾何證明文本前，參與者坐在螢幕前約 54 公分處，螢幕中心與參與者

眼睛約成水平線。首先進行九點校正工作，通過則開始正式實驗，每名受試者接受被

分派到的版本。畫面首先呈現指導語，同時配合語音說明施測程序。接著出現幾何證

明題的題目，25 秒後畫面自動轉換成示範證明，待受試者自行評估已充分理解示範證

明內容後，按任意鍵轉換畫面。在蒐集下一次嘗試（即另一題）的眼動資料之前，儀

器會進行飄移校正（drift correction）以修正眼球追蹤儀器設備可能產生的飄移誤差。

在蒐集完四個嘗試資料後，結束眼動實驗的階段。 
蒐集受試者在四題閱讀之眼動資料後，立即進行回憶量的紙本測驗。在不限定時

間下，要求受試者盡可能地完成先前閱讀的證明題。 

五、資料選擇與分析 

（一） 眼動資料 

1. 樣本之選擇 
本研究眼動資料共有 31 名有效樣本，由於眼動實驗敏感度高，部分受試者在閱

讀至末段時有些微飄移現象。此現象通常輕微，無礙於研究者判斷其凝視點落在圖區

或是文區，所以分析圖文兩區的眼動數據，仍保留 31 名受試者的資料。若欲進一步

分析更精細的數學語句，就必須刪除因飄移而無法精確判斷凝視點落在哪一行的眼動

資料。經研究者逐題篩選後留下 19~26 人的資料（題一 19 人、題二 26 人、題三 26
人、題四 23 人），用於後續章節中關鍵命題著色效果之分析。  

2. 整體之眼動指標 
首先，考量視神經資訊觸接的限制，依照一般眼動資料常用的判準（柯華葳、陳

明蕾、廖家寧，2005），排除 100 毫秒以下的凝視點資料。其次，凝視時間是純文本

或圖文閱讀研究常用的指標，故本研究整體閱讀歷程的分析主要以凝視時間為依變

項，並以圖區總凝視時間佔整體比率作為分析圖文閱讀比重的指標之一。第三，參考
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Rayner 等人（2001）的作法，以圖、文的總凝視時間（以毫秒為單位）分別除以兩區

的面積（以畫素為單位），作為圖文閱讀比重的另一個指標，以下稱為「單位畫素凝

視時間」。 

3. 歷程分析之眼動指標 
純文本的閱讀常以 GD 作為對詞彙進行初始處理以形成表徵的指標，而幾何證明

文本閱讀中，需參照圖示提供的空間關係，方能對一個命題形成基本的表徵，因此幾

何文本閱讀中常出現頻繁的圖文參照。為探討對應圖區之著色是否影響文區命題形成

表徵之效益，本研究界定一個數學命題的「初始理解時間」為讀者初步看懂命題含意、

含圖文整合的閱讀歷程。意即以文區某一數學命題為分析區，其初始理解時間的起點

始於受試者凝視點首次進到分析區，包含在圖與該分析區來回整合的凝視點，直至前

往文區其他分析區為止。圖 5 為關鍵命題的初始理解階段之示意圖。  

 

圖5  關鍵命題初始理解階段的示意圖 

圖上虛線方框為分析區，圓圈為受試者閱讀的凝視點，數字則為凝視順序。本示

意圖關心的分析區為命題 AB AD= ，是故自凝視點進入分析區開始，包含後續來回

閱讀而落入文或圖上的凝視點（含點 1~點 7），為 AB AD= 此分析區的初始理解時

間，離開並前往其他分析區的凝視點（如點 8），或是其後再返回分析區的後續各點，

都不納入。該題有三個關鍵命題，本研究以其各自的初始理解時間的加總做為此題關

鍵命題之初始理解時間。至於關鍵命題的「回視時間」，即離開該分析區之後再次返

回的凝視點的加總，亦即以閱讀關鍵命題的所有凝視點的加總扣除初始理解時間。 
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分析此一資料時，除了因凝視點飄移而刪除一些受試者資料之外，研究者也發現

圖文參照的閱讀行為會出現文圖區域轉換後的第一個點與其後各點不在同一個分析

區，可能代表從文到圖（或圖到文）的第一個凝視點無法精確落到讀者意圖進入的區

域，因此研究者以逐一檢視受試者資料的方式刪除這類意外落入關鍵命題區的凝視

點，其餘較為連續的資料才作為關鍵命題的理解時間。 

（二） 紙本回憶率的計算 

回憶率依據是否能回憶出各示範證明的各步驟來計分，題一、二和三的證明步驟

較少，區分成五步；題四則為九步，各題計分準則列於附錄一的解答上，每一方框為

一個步驟。回憶正確率以每位受試者可以回憶該題的步驟數當分子，該題的步驟總數

為分母，換算成百分比。 

 

肆、研究結果與討論 

 

一、 不同試題的難度比較 

為進行後續研究結果的討論，本小節呈現 31 名受試者之紙本回憶率，以作為證

明題難度的指標。四題平均正確率分別為 95％、75％、75％，及 49％。以每名受試

者各題的回憶正確率為依變項，進行單因子受試者內變異數分析，發現試題效果達顯

著，F(3, 90) = 12.47，p < .001，η 2 = .294。事後比較顯示題一的正確率顯著高於其他

三題（ps < .05），題二與題三無差異，題四的正確率則顯著低於其他三題（ps < .01），

此結果與研究前專家（見研究材料）對試題難度之評估一致。 

二、 不同試題下圖區與文區閱讀比重的比較 

31 名受試者在四道試題的題目與示範證明中，其圖文兩區總凝視時間、整體總凝

視時間、圖區凝視時間佔整體比率，圖區面積佔整體比率，以及圖文兩區的單位畫素

凝視時間，見表 1。由於圖區和文區凝視時間佔整體比率互為消長，故表中未列文區

凝視時間佔整體比率。題目在 25 秒的閱讀時限內，各題的平均整體總凝視時間都在

19~21 秒間；示範證明因未限時，各題的平均整體總凝視時間隨受試者自由閱讀而異，
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初步可以看出題四的閱讀時間（111 秒）比其它三題（約 40 幾秒）來得長，單位畫素

凝視時間也高於其他三題。 

以表 1 的總凝視時間與單位畫素凝視時間分就題目與示範證明兩部份進行圖文

（2）× 試題（4）之完全相依樣本二因子變異數分析。由於此一分析主要關心圖文的

閱讀比重，試題間的比較不是關鍵，若交互作用達顯著，單純主要效果的分析僅進行

圖文在各題的效果，而不進行試題在圖或文的效果。 

表1  圖區或文區在四道題目與示範證明的總凝視時間（秒）與比率 

題一 題二 題三 題四 

題目     
圖區總凝視時間 12.40 8.18 10.54 9.06 
文區總凝視時間 8.07 11.72 9.63 10.61 
整體總凝視時間 20.47 19.90 20.17 19.67 
圖區凝視時間佔整體比率 .61 .41 .52 .46 
圖區面積佔整體比率 .53 .42 .44 .46 
圖區單位畫素凝視時間 .26 .21 .31 .21 
文區單位畫素凝視時間 .19 .21 .22 .27 

示範證明     
圖區總凝視時間 20.73 15.68 19.56 48.06 
文區總凝視時間 20.53 25.95 24.37 63.32 
整體總凝視時間 41.26 41.43 43.93 111.38 
圖區凝視時間佔整體比率 .48 .38 .44 .43 
圖區面積佔整體比率 .30 .19 .24 .17 
圖區單位畫素凝視時間 .41 .39 .57 1.32 
文區單位畫素凝視時間 .17 .15 .22 .36 

     

（一） 題目 

閱讀題目之總凝視時間的二因子變異數分析結果顯示，圖文與試題的交互作用達

顯著，F(3, 90 ) = 22.11，p < .001，η 2 = .42；單純主要效果的圖文比較方面，題一圖
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區的總凝視時間顯著長於文區，F(1, 30) = 32.61，p < .001，η 2 = .52；題二則相反，文

區顯著長於圖區，F(1, 30) = 15.31，p < .001，η 2 = .34，題三與題四未顯著。單位畫素

凝視時間的圖文與試題之交互作用亦達顯著，F(3, 90 ) = 16.70，p < .001，η 2 = .36；

題一圖區的單位畫素凝視時間顯著高於文區，F(1, 30) = 15.84，p < .001，η 2 = .35，題

二無顯著差異，題三圖區顯著高於文區，F(1, 30) = 26.42，p < .001，η 2 = .47，題四則

相反，文區顯著高於圖區，F(1, 30) = 10.87，p < .005，η 2 = .27。顯示受試者在限時閱

讀題目時，花在圖文兩區的時間分布受題目特性影響，並無整體趨勢。橫跨試題之比

較非本研究關心之議題，故不進行試題之單純主要效果比較。 

（二） 示範證明 

示範證明的總凝視時間之結果顯示，圖文與試題的交互作用達顯著，F(3, 90) = 
16.80，p < .001，η 2 = .36；單純主要效果的圖文比較方面，除題一未顯著外，題二 F(1, 
30) = 38.93，η 2 = .57、題三 F( 1, 30) = 10.91，η 2 = .27、題四 F(1, 30) = 34.08，η 2 = .53

（ps < .01），在文區的總凝視時間均顯著長於圖區。單位畫素凝視時間的圖文與試題

交互作用達顯著，F(3, 90) = 55.28，p < .001，η2 = .65；單純主要效果的圖文比較方

面，四題的圖區單位畫素凝視時間皆顯著大於文區，題一 F(1, 30) = 60.95，η 2 = .67、

題二 F(1, 30) = 62.21，η 2 = .68、題三 F( 1, 30) = 91.15，η 2 = .75，與題四 F(1, 30) = 
127.88，η 2 = .81，（ps < .01）。 

從上述（一）讀題的結果可以發現，在僅呈現條件與求證，而無示範證明內容，

且限時閱讀的情況下，圖文的凝視時間或單位畫素凝視時間並無一致的趨勢，隨題目

而異；而依據（二）示範證明的結果，雖然多數的題目是文區的凝視時間顯著較圖區

長，然因圖區面積比率較低（.17~ .30），四題之圖區的單位畫素凝視時間均顯著較文

區大；且圖區凝視時間佔整體約有.38~.48 的比率，顯示幾何證明閱讀中讀圖比率較文

獻上科學圖文閱讀的讀圖比率高。 

三、 著色對示範證明之眼動指標的影響 

 本小節分兩部分來探討操弄附圖著色對閱讀幾何證明文本造成的影響。第一部

分以文圖兩區的凝視時間當作指標，31 位受試者的資料列入分析。第二部分以閱讀關

鍵命題含參照圖示的時間當作指標，考量凝視點偏移的問題，此處以篩選後的 19~26
位受試者資料進行分析。由於各試題篩選後的受試者人數不一，且每位受試者各接受
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兩題著色題與兩題無著色題，著色與否跨四題並非受試者間變項，因此逐題以著色與

否為受試者間變項，圖文為受試者內，進行二因子混和設計變異數分析。 

（一） 圖文兩區的著色效果 

表 2 為閱讀四道示範證明的總凝視時間，每題閱讀圖示著色題本的受試者為 15
或 16 人，逐題以圖文（2）× 著色（2）進行混和設計的二因子變異數分析。由於圖

文的主要效果在上一節已探討過，故此處僅關注著色的主要效果與交互作用。結果四

題的交互作用均未顯著，而著色主要效果僅題四顯著，F(1, 29) = 4.45，p = .044，η 2 

= .13，受試者在題四附圖著色下，不論圖區或文區其凝視時間均較無著色短。 

表2  示範證明圖文兩區在附圖有無著色下的總凝視時間（秒） 

有無著色 圖區 文區 總和 F值 
題一     

有 (n = 16) 21.10 19.71 40.81 0.02 
無 (n = 15 ) 20.33 21.39 41.72  

題二     
有 (n = 15) 14.91 23.82 38.73 0.88 
無 (n = 16) 16.40 27.94 44.34  

題三     
有 (n = 16) 20.95 28.18 49.13 2.25 
無 (n = 15) 18.08 20.30 38.38  

題四     
有 (n = 15) 38.27 56.91 95.18 4.45* 
無 (n = 16) 57.23 69.33 126.56  

* p < .05  ** p < .01 

（二） 關鍵命題的著色效果 

由於附圖著色位置僅針對文區中有對等關係的分析區，即關鍵命題（見圖 1 至 4

的虛線方框），表 2 的凝視時間包含了閱讀非關鍵命題的時間，可能會稀釋著色效果，

而且著色的效果若在協助文本的閱讀理解，則節省的閱讀時間可能出現在閱讀關鍵命

題，也可能在參照圖區的時間上，故依據前文「歷程分析之眼動指標」分就各題關鍵

區的初始理解時間和回視時間，考驗有無著色對於理解關鍵命題之兩種階段的影響。 
表 3 左欄呈現四題示範證明在有無著色下的關鍵命題的總凝視時間，逐題進行單
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因子變異數分析，結果與前一小節使用全文本時之結果相似，僅題四差異達顯著，F(1, 
21) = 4.58，p ＝ .044，η 2 = .18，受試者在附圖著色下其凝視時間較未著色短。然其

著色效果趨勢逐漸明顯，題一和題二呈現著色的理解時間較無著色較短的趨勢。 
進一步逐題以單因子變異數分析比較有無著色對關鍵命題之初始理解時間的影

響，結果除了題三未顯著外，其餘三題都是著色的時間顯著較無著色的短，題一 F(1, 

17) = 5.01，p ＝ .039，η 2 = .23；題二 F(1, 24) = 11.88，p ＝.002，η 2 = .33；題四 F(1, 
21) = 12.65，p ＝ .002，η 2 = .38。而回視時間則四題均無顯著差異。顯示著色效果主

要在凸顯圖區相對於文本關鍵命題中幾何元件的空間關係，而減少了閱讀關鍵命題以

形成初始空間表徵的時間，但對後續再閱讀以理解前後文邏輯性關連，則沒有顯著的

影響。 

表3  關鍵命題在附圖有無著色下的凝視總時間、初始理解時間，及回視時間（秒） 

有無著色 總凝視時間 初始理解時間 回視時間 
題一    

有 (n = 10) 21.12  8.80a 12.32 
無 (n = 9 ) 28.23 12.37 15.85 

題二    
有 (n = 11) 19.85 10.64 9.21 
無 (n = 15) 26.56 15.21 11.35 

題三    
有 (n = 11) 24.02 3.77 20.25 
無 (n = 15) 19.81 3.16 16.66 

題四    
有 (n = 12) 42.60 4.22 38.38 
無 (n = 11) 59.79 8.66 51.12 

a: 表中為粗體數字者，表示有無著色的時間達顯著差異。 

表 3 另一個值得留意的是，總凝視時間中初始理解與回視兩個階段的比重，各題

不同，最為困難的題四其回視時間佔總凝視時間的比率近.90。 

四、 不同試題下著色對回憶率的影響 

閱讀著色與無著色版本之受試者事後的回憶正確率見表 4，各題兩種版本各有 15
或 16 名受試者，合計 31 名。分就四題進行獨立樣本變異數分析，結果發現雖然著色
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版的正確率有較無著色版高的趨勢，但四題的著色效果均未達顯著，顯示幾何附圖上

有無著色對事後回憶率無顯著影響。 

表4  四題在著色與無著色兩種版本下的事後回憶正確率（％） 

 著色 無著色 平均 F 值 

題一 a 96.25 94.67 95.48 0.26 
題二 b 80.00 71.25 75.48 0.33 
題三 a 75.00 74.00 74.52 0.01 
題四 b 53.33 44.38 48.71 0.36 

a：著色組人數 16，無著色組人數 15；b 則相反。 

 

伍、結論與建議 

 
本研究根據大學生幾何證明閱讀歷程所蒐集的眼動資料，有下列幾點結論： 

一、閱讀幾何證明相當依賴讀圖  

幾何證明與科學圖文都具有圖文並置的特性，然而本研究顯示幾何證明有著較高

的讀圖比率，顯示圖示在幾何證明中所扮演的角色不同於科學文本。本研究的大學生

受試者在閱讀幾何證明的圖文時，圖區凝視時間佔整體的比率在 .38~.61 之間，高於

科學圖文閱讀相關眼動研究之比率，甚至也比廣告來得高（Rayner, et al., 2001）。考

量圖區與文區的面積不同，本研究以單位凝視時間加以比較，則四題均是圖區的單位

畫素凝視時間（.21~1.32）顯著較文區（.15～.36）來得長，顯示受試者之閱讀仰賴知

覺刺激訊息密度較低的幾何圖示，而非以數學語言、符號等逐行敘寫、提供了較高知

覺訊息刺激的文區。研究者認為此現象是因幾何證明圖示所扮演的兩種重要角色，一

是提供幾何元件的空間關係，使得文本的語意可被理解；二是提供憶取幾何性質的線

索，以協助讀者進行橋接論證，然因工作記憶的限制，讀者必須在文圖間來回凝視才

能保留必要的圖形心像，因此圖示在幾何證明的閱讀比重就相當高。 

以題一為例來說明圖示提供幾何元件空間的角色。「已知：如右圖，ABCD、AEFG 
均為正方形」，兩個正方形的空間關係顯然是交由圖示負責，讀者從文本僅能得知兩
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個正方形共用了點 A，至於兩正方形間的大小、配置等關係皆無法得知。在「求證：

△ADE≅ △ABG」時，雖然明確地指出有待求證的是兩個三角形全等，且從文本中知

道其中有一為共同點 A，點 D 的對應點是點 B，點 E 的對應點是點 G，但到底這些點

和原先的正方形之間的關係如何，很難從這麼有限的文本中獲知，也因此幾何元件之

間的關係必然得在圖示中尋找。示範證明中，以本研究前文圖 5 的眼動資料為例，當

受試者閱讀第一個關鍵命題 ADAB = 時，單純由文本所提供的 AB 等於 AD ，知道

所指稱的是正方形中共用點 A 的兩邊，但卻無法得知此二線段在整個圖示中與其他幾

何元件間的空間關係。因此，研究中的受試者在讀完 AB 後，隨即進入圖區參照 AB
所在位置，之後回到文區繼續讀完 AD ，又再回到圖區檢索 AD ，完整建構此二線段

在整體圖示中的空間關係，以完成此命題之初始理解歷程，方能進入下一命題繼續閱

讀。 
同樣以題一說明在工作記憶容量的限制下，圖示提供憶取幾何性質的線索，以協

助讀者進行橋接論證之現象。當讀者讀到第三關鍵命題∠BAD＋∠1＝∠GAE＋∠1
時，因受工作記憶容量限制，若要維持住∠BAD 的訊息直到命題末尾「∠1」，完成

命題的理解，讀者需在圖文間來回檢視。而且從最困難的題四與另外三題之回視時間

的比較，可發現回視時間與推理的難度有關，其論證理解的難度較高的題目，回視時

間占總凝視時間的比率也越高。這樣的眼動資料和 Yang 和 Lin（2008）的 RCGP 模

式的主張一致，該理論認為鏈結元件和膠囊化理解層次中，由於受限於認知資源，閱

讀者需在圖文間來回檢視，以在工作記憶中保留所需的相關訊息，來進行邏輯論證。

而 Duval（1995）也主張在序列性、論述性和操作性理解中，透過文本對圖示元件關

係陳述的先後，或以文本中的命題和假設來說明圖示，甚至利用視覺化來協助理解圖

示，由此可預見幾何的認知作業依賴圖示比率應高於文區。 
然而眼動型態深受文體、詞頻等文本特性以及先備知識或閱讀能力等讀者特性的

影響，上述現象僅來自大學生閱讀四題國中數學程度的幾何證明題，若推論步驟數更

多，或幾何圖示更為繁複，抑或讀者為國中生，其圖文閱讀比重的現象是否相似，仍

有待後續研究探討。 

二、圖示著色影響大學生的閱讀歷程，但未影響事後回憶的表現 

依據文獻探討，顏色標示可以減少個體搜尋歷程中的工作記憶負荷，或者有效擷

取個體注意力而促進由下而上與由上而下間的認知整合，抑或能對抗完形原則。而教



 
陳琪瑤、吳昭容 幾何證明閱讀的圖文比重與著色效果

 

 

- 57 -

科書上的幾何證明也常見以著色凸顯相等的角或邊長的標記方式。 
本研究的著色效果，在整個文本和與著色有關的關鍵命題之凝視時間上，僅在難

度最高之題四達顯著，但若再將關鍵命題總凝視時間區分為第一次閱讀關鍵命題時形

成空間表徵的「初始理解時間」和之後再次回到該命題的「回視時間」，則可發現在

初始理解階段之凝視時間，除題三未顯著外，其餘三題都是著色的時間顯著較無著色

的短，而所有四題的回視時間均無著色效果，這說明了著色效果可減少初始空間表徵

建構階段的時間，但對後續命題間統整的影響有限。 

圖示在初始空間表徵階段所扮演的角色，如前節所述乃在提供幾何元件空間關

係，與 Duval（1999）的視覺化歷程較為有關。同樣以前文圖 5 來說明。讀者首次進

入 ADAB = 後，必須參照圖示方能掌握兩線段的位置與關係，同以紅色標示的 AB
和 AD ，快速擷取了受試者的注意力，因此受試者從文區眼跳到圖區，容易找到這兩

個幾何元件。同時在諸多幾何元件中以顏色突顯 AB 和 AD 在正方形 ABCD 中的空

間位置，有助於閱讀者突破完形原則的限制，而能在更短的凝視時間下確認

ADAB = 。此一著色的功能就 Gal 與 Linchevski（2010）的觀點，被歸為三階段中

最早的組織階段，此一階段以由下而上的知覺成份為主。此一效果在題一、二、四均

顯著，但題三未達顯著，可能與題三著色過於複雜有關。題三相同著色的圓周角（圖

3 中之∠1 和∠2），與另一著色之另兩個圓周角分別共用一邊（圖 3 之∠3 和∠4），且

和對應之 AD 弧間出現另一著色圓周角∠3，因此使著色效果未能顯著。 
而在後續回視階段，圖示的主要任務如前文所述，是在工作記憶容量的限制下提

供憶取幾何性質的線索，以協助讀者進行橋接論證，與 Duval（1999）的推理歷程較

為有關。以題一的關鍵區為例，讀者可能在閱讀到△ADE≅ △ABG（SAS 全等）時回

視 ADAB = 等三個關鍵區，用以確認關鍵區提供了結論成立的前件。回視的重點在

於確認兩個三角形的確具備兩等邊夾一等角的條件，此時閱讀重點在於確認前文各命

題的邏輯角色。至於橋接論證所必須之次圖示的關係（哪個邊與哪個邊相等），此時

已建構完成，著色自然就不再能扮演重要的角色。其次，從最困難的題四回視時間占

總凝視時間的比率非常高，也可以支持回視時間和辨識各命題的邏輯角色、統整各命

題以理解論點有密切的關係。 
前述著色縮減初始理解時間，但不影響回視時間的現象，若放在 Gal 與 

Linchevski（2010）的理論脈絡下，可從著色促進了圖示的組織和再認兩個階段加以

解釋。將兩個相等的角或邊著上相同顏色，使之容易成為視覺焦點而與其它的背景區
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隔開來，而且因為相似性原則使同色的幾何元件容易被群集在一起，而掌握二者相等

的關係。若在 Yang 和 Lin（2008）的 RCGP 模式下，著色可解讀為僅有促進表層理

解的功能，使讀者解讀幾何元件的速度較快，並無提昇辨識元件邏輯角色、在論證過

程中鏈結元件的功能。 
至於著色效果在事後回憶率之影響未達顯著，研究者認為本實驗之受試者為大學

生，在被告知將以紙本評量其閱讀成效時，合作的受試者會在閱讀過程中儘可能讀懂

文本，亦即以較長的閱讀時間來達成閱讀理解的目標。因此在難度較低的證明題上，

未著色雖然讓幾何證明的視覺化較為困難，但閱讀能力純熟又合作的大學生受試者，

會以較長的凝視時間來完成圖形心像的建構，因此只會顯示出閱讀時間的差異，而不

會在最終的閱讀理解與記憶上顯現差異。而在難度較高的證明題上，隨機分派的著色

和無著色組可能都有類似比率的受試者遺忘或欠缺相關的幾何知識，例如缺乏數學符

號的背景知識，或無法掌握圖示特有的表徵格式，或特定的幾何性質（例如同弧等

角），抑或無法連結前提與結論間的關係，都將無法理解並記得整個論述。此時，圖

區的著色雖影響了受試者的眼動模式，卻不足以影響受試者既存的相關背景知識或演

繹推理能力，因此事後回憶量不足以超越組內的受試者變異而產生組間差異。所以，

圖 示 著 色 只 影 響 大 學 生 幾 何 證 明 閱 讀 的 效 率 （ efficency ）， 但 不 影 響 其 效 益

（effectiveness）。 

三、幾何讀圖比率及圖示著色在文本設計與教學上的意義 

雖然多數成人不再接觸幾何證明的數學教材，但在討論數學觀念或科學史的科普

文本上，成人讀者仍有機會透過幾何圖文的閱讀獲取新知或瞭解歷史上的典故。從本

研究的發現可知，這類科普文章的作者或出版者，應該盡量提供與文字內容相搭配的

圖示，且若圖示複雜，最好能有適當的著色或符號標記，使讀者能較輕鬆地從圖上找

到對應文字的圖示部件。因為翻閱雜誌或閒書的讀者，通常不會想要費力地讀懂一篇

報導新知或典故的文章，即使圖示著色僅影響閱讀效率，但這已足以讓讀者決定閱讀

或放棄這篇文章。 

延續上述的論點，雖然本研究顯示圖示著色僅影響大學生閱讀的效率，卻不影響

其效益，但若受試者換成初學幾何證明的國中生，研究者推測圖示著色不僅可能促進

國中生的閱讀效率，而且也能提升閱讀理解的效益。其一，因為國中生在工作記憶較

大學生來得小，著色所產生由下而上擷取注意力的功能就可能更有助益。其二，初學



 
陳琪瑤、吳昭容 幾何證明閱讀的圖文比重與著色效果

 

 

- 59 -

幾何證明的國中生對幾何圖示理解掌握也不若大學生，著色可能提高視覺化操作的可

能、協助對抗完形原則，同時進行圖示理解與再認以提升圖示理解，對後續的邏輯證

明可能提供助益。其三，低成就或低動機的國中生，更容易因閱讀困難而放棄學習。

著色的圖示在文圖參照的過程較易被理解，這對學習意願不高的學生可能幫助更顯

著。 

現行國中數學教科書在幾何性質與論證的相關單元，未必會針對證明步驟在相對

應的幾何圖示上著色或標記以求凸顯。就本研究結果所示，此種情況可能會使初步理

解一個幾何命題的歷程較為費時費力，亦即教學上教師必須預留較長的時間，讓學生

能依據證明步驟的命題，在圖示上完成 Gal 和 Linchevski（2010）所說的組織、再認、

表徵的認知活動。或者，教師應如 Cheng 和 Lin（2005）的建議，指導學生自行依據

證明步驟的命題在圖示上著色，以幫助學生在圖示中順利找到相關幾何元件，清楚看

見這些元件間的關係，形成對證明步驟中單一命題的理解。承上述想法，國小教材中

若涉及等角、等邊的圖形（例如介紹正 n 邊形，或討論全等圖形時），不妨考慮以著

上相同顏色或加上記號，一方面協助學童比較快地察覺指涉的角或邊，另一方面也讓

學生熟悉與學習這樣的表徵方式。 

四、幾何閱讀眼動軌跡分析尚須諸多基礎資訊與分析技術 

目前數學文本閱讀現象欠缺許多基礎資料，使眼動研究有不少的限制。數學符號

的心理單位欠缺研究，是數學文本閱讀歷程要進行更為細緻之分析的障礙。如同緒論

所言，閱讀的眼動研究多以詞彙的 GD 和 RG 兩種眼動指標對應到閱讀的編碼與理解

兩個歷程，但前提是必須先確認詞彙單位，恰當的切分方式才能使得 GD 能適切地反

映詞彙意義的觸接，也才能有適當的 RG 來反映意義統整的難度。然而，我們並不清

楚數學詞彙的心理單位為何？△ABC 是一個單位、兩個單位（△和 ABC）還是四個

單位？如果主張這四個符號表徵的是一個物件所以應該是一個單位，那麼「三角形

ABC」也是一個單位，而「三角形 CPD」同樣是一個單位？因此，本研究中以「命題」

當作為單位來進行分析，在眼動指標的命名上也刻意與 GD、RD 有所區分，雖然研究

資料所顯現的特性和 GD、RD 有類似的屬性，但仍無法借用文本閱讀眼動的派典來解

讀資料。此一數學單位的議題可以借用中文詞單位的研究派典（Yan, Kliegl, Richter, 
Nuthmann, & Shu, 2010；Yang & Vitu, 2007）加以探究。 

此外，數學文本的平均眼跳距離或知覺廣度基礎資料的建立，也有助於判斷幾何
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閱讀歷程中大量圖文間來回檢視的意義。加上圖文間不若一般文本以線性連續的方式

呈現，造成有些凝視點落入空白處或前後凝視點無關的位置，雖然凝視時間在達到 100

毫秒的有效凝視的範圍，但本研究認為這些落點是因為眼跳幅度過大所產生的意外落

點，而予以刪除。還有在某命題僅停留一個凝視點，讓研究者懷疑這些凝視點並非閱

讀者有意閱讀的位置，而純然是圖文來回過程中的意外。甚至落入其他無關分析區

中，可能影響分析結果之情況，研究者在本研究中以人工方式逐一檢視刪除。此外，

實驗資料常出現某命題中僅停留一、兩個凝視點，例如：「 AP 平分∠DAC」，僅在 AP
出現 525mm 和「平」上出現 155mm 後，隨即跳離。如果有相關數學文本閱讀的平均

眼跳距離或知覺廣度的資料，將有助於研究者判斷「平分∠DAC」的訊息是否已被處

理，隨之而來的影響，若下一凝視點移至圖區的點 D，是該判斷為有意義的圖文統整

歷程或為意外的落點之判定。對於本研究中資料篩選判準是否客觀？是否能有系統軟

體提供更快速且客觀的資料刪選工具？亦需要更多相關基礎資料。 
本研究雖嘗試進行眼動軌跡之分析，然因幾何證明的閱讀有大量的回視與圖文間

的跳視，而受試者採取的閱讀策略相當多元，很難以人工方式加以歸類分析。文獻上

顯示 Marcov 分析法是眼動軌跡可用的分析技術（Hacisalihzade, Stark, & Allen, 1992；

Simola, Salojärvi, & Kojo, 2008），該法假設人們多數的決策是依據過去某一特定階段

的舊訊息，不是依據過去所有訊息而形成的，亦即前後兩次視線位置的相關性最強。

因此只要計算出前一次與下一次狀態轉換的機率矩陣，便可收斂到一個穩定的軌跡。

因此，未來眼動軌跡的分析必然得藉助更有效力的量化技術。 

五、未來研究方向 

本研究顯示著色效果影響眼動指標，但未影響記憶表現，雖然顯示了眼動儀作為

研究工具的敏感度，但對於初學幾何證明的國中生，著色所產生的效果是否可能同時

展現在眼動指標與理解或記憶的測驗上。故，未來可運用眼動儀和測驗同時收集中學

生閱讀幾何證明的線上和離線的表現。  
根據文獻探討，圖示在幾何證明理解各歷程中扮演不同角色，理解圖示也涵蓋許

多不同階層，圖示功能可否由眼動資料獲得實徵上的探究？如同 Hegarty、Mayer 和

Green（1992）曾利用 Mayer 的文字題解題歷程四階段，使用眼動資料說明了不一致

文字題中，受試者解題關鍵在於整合和計畫階段，眼動資料可能有助於歷程性的分

析；若配合放聲思考法蒐集資料，是否更能說明眼動軌跡所代表之認知意涵，也是值
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得未來研究繼續努力。此外，本研究指出幾何證明閱讀理解歷程中，讀圖比率約佔一

半，此一現象在專家、生手間是否存在差異？生手比專家更依賴讀圖？還是生手比專

家更不會運用圖示？最後，如同上一節所言，數學文本閱讀的分析單位、幾何證明圖

文間眼跳距離、幅度、眼動軌跡的分析技術等，都有待進一步的探討。 
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附錄一  回憶測驗的試題及其計分的步驟 

題一 

已知：如右圖，ABCD、CEFG 均為正方形。 
求證： 試證明△BCE≅ △DCG 
證明： 
∵ABCD、CEFG 均為正方形 

∴ BC CD= ，CE EF=  

     ∠BCD＝900＝∠ECG 
∠BCE＝∠BCD +∠1＝∠ECG + ∠1＝∠DCG 

∴△BCE≅ △DCG 

 
題二 

已知：如右圖，兩弦 AC 與 CD 的延長線交於圓外一點 P， 

求證：∠P＝
1
2

(BD－AC)     

證明： 
1. ∠1＝∠P +∠2……  

2. ∠1＝
1
2

BD…… ，∠2＝
1
2

AC……  

3. 將 ， 代入 知 
1
2

BD＝∠P + 
1
2

AC 

∠P＝
1
2

BD－
1
2

AC  

故 ∠P＝
1
2

(BD－AC)   

P 
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題三 

已知：如右圖，圓的兩弦 AB 與 CD 相交於 P 點 

    求證： PA PB PC PD× = ×  
    證明： 
        1.△PAD 與△PCB 中 
          ∵ ∠1＝∠2 
             ∠3＝∠4 

∴ △PAD ~△PCB 
2.∵ △PAD ~△PCB 

         ∴ PD : PA = PB : PC  

          故 PA PB PC PD× = ×  
題四 

已知：△ABC 中，CP 平分∠ACB 

求證： AP : PB = AC : BC  

證明： 

1. 延長 AP ，在 AP 上取一點 D， 使 AD // BC  

∵ AD // BC ，∠B＝∠4 

∠2＝∠3……  

∴△APD~△BPC 

2. ∵△APD~△BPC 

∴ AP : AD = PB : BC ……  

3. △ABC 中，∵CP 平分∠ACB，∴∠1＝∠2……  

由 、 知∠1＝∠3， AC ＝ AD ……  

       將 代入 知 AP : AC = PB : BC  

         故 AP : PB = AC : BC  
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