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摘要

台灣與美國的小學幾何教育目標，皆因國家社會發展之所需、數學教育

研究與理論轉變社會文化價值，幾何課程與教學隨之幾經修訂。綜觀美國近百

年來的幾何課程發展，反應深受政治與社會壓力影響的「危機―改革―反動」

問題解決歷程，同時，在數學、心理與教育學者的理論思潮影響下，推進幾何

課程地位的發展，從被忽視與附屬地位，成為數學課程重要主題領域。當前

的幾何教學，強調考量兒童的幾何認知與思考層次，從生活具體事物的觀察與

操作，發展幾何概念與空間推理。此轉變現象，在台灣的小學幾何課程與教學

亦然。有視於數學、心理與教育學者之研究與教育思潮，對政治社會團體的教

育改革決策具有不容忽視的影響潛力，學者需投入有系統的幾何課程研究，明

確地解釋課程綱要論述的各種課程理念、能力指標，並轉化成導向學生建構幾

何認知的具體可行之策略，繼而根據實證研究結果，發展有效的幾何課程與教

學。本文並討論當前課程綱領的幾何課程與教學，提出提升兒童幾何知能的課

程與教學建議。
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Abstract
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壹、前言

幾何概念的學習與發展起始於嬰、幼兒時期的日常生活，此為數學教育學

者的共識（Lappan, 1999），但是在傳統的小學數學教育，幾何課程被重視的

程度，遠不及數與計算領域（林秀瑾、張英傑，2005；Garrett & Davis, 2003; 

Lappan, 1999）。二十世紀中期以降，隨著國際性數學學習成就評量的推動與

評量結果比較，各國將國民數理科學知能視為其國家未來競爭力的表徵，紛紛

推動課程改革，強化國民教育階段學生的數理科學知能（吳韻儀，1995）。

在我國與美國，課程改革觸動推進小學幾何課程逐漸受重視的現象，可見之

於1980年以後的學校數學規準或課程綱要，明述需將幾何形體及其關係、變

換、幾何的模式化與空間推理等概念，包含於學校幾何課程（教育部，2003；

Clements & Battista, 1992; National Council of Teachers of Mathematics 1989, 

2000）。雖然幾何課程非一項被獨立改革的行動，其卻深受整體教育改革影

響，而教育改革則深受政治與社會因素影響（周祝瑛，2003）。

我國小學幾何課程的發展歷程，與全國性的教育改革同步邁進，從十九

世紀至二十世紀初，教育改革的目標在於以學習西方的實用知識與科學技術，

解決內憂外患釀成的社會危機、內修國政、富國強兵（毛禮銳、邵鶴亭、瞿菊

農，1989），二十世紀中期以來，更為順應世界潮流、國家社會發展之需要、

提升國民素質與國家競爭力之需求（教育部，1993，2003），幾何課程從一個

被學校數學缺漏的領域，進而附屬於測量領域，繼而發展成為一個重要的數學

課程主題。

美國小學的幾何課程的發展，雖然國情異於我國，但是其課程地位的轉

變，卻與我國的情況相似。觀察美國小學幾何課程發展史，實反映其國家政治

與社會團體在國際競爭下的角力，結合學術專業團體的智慧，將目標體現於學

校數學所展現出的「危機―改革―反動」的一連串教育運動（Fey & Graeber, 

2003; Garrett & Davis, 2003）。因此，探討一個國家小學幾何課程發展，瞭解

此課程在數學教育改革行動下所潛藏的政治社會推動力，剖析其課程結構與教

學目標內涵，方能建構完整的了解（Fasanelli, 2000）。

縱然幾何課程的發展受政治社會因素影響，但是數學、心理與教育研究者

的研究與理論思潮，卻也是政治與社會團體形成政策與教育決定的重要專業諮

詢對象（McDonnell, 1995），此也顯示學者們學術研究的影響與意義。檢視中
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外的小學數學教育，長期以來將幾何課程歸屬於測量領域教材，鮮少被視為核

心領域議題以討論其課程。近年來，幾何課程日益受重視，國內學者在幾何教

育方面的研究，有如雨後春筍般地蓬勃發展，有學者針對幾何教材內容分析及

其與九年一貫課程綱領之能力指標作比較（李豪文，2008；林秀瑾、張英傑，

2005；莊月嬌、張英傑，2006；張英傑、陳創義，2003），或論述Hiele的幾何

思考發展模式（劉好，1994，1998），以及根據上述理論模式探討學生的幾何

概念等（盧銘法，1995）。上述研究或有論述美國小學幾何課程內涵與教學取

向（莊月嬌，2005）；但是其內容多為描述學校數學的幾何主題概念結構，對

於激發小學幾何教育改革的社會脈絡與教育思潮，及此潛在影響力對幾何課程

與教學的意義與啟示，探討相當匱乏。

有視於履踐課程目標之重要性，以及補足幾何課程與教學議題探討之缺

憾，本文期以提供研究者一個瞭解美國近一百年來小學幾何課程發展的窗口，

並將聚焦於1950年以來其課程受政治社會壓力影響而轉變的過程，以及在課程

改革歷程中，數學、心理與教育學者在幾何認知與學習理論的研究貢獻，並析

述其理論將幾何課程從一個「被遺忘的課程」（Lappan, 1999），推展成為學

校數學課程的一個核心領域的影響。同時，從分析美國幾何教育的目標，對照

與省思我國小學幾何課程與教學，期以藉助他山之石，提出具前瞻性的建議，

以裨益我國小學幾何課程與教學的發展更上層樓。

課程改革的終極目標，在於增進國民的素質與國家競爭力，提升學生的

學習成果（教育部，2003；鍾靜，2005）。美國的幾何課程內容，於1960

年~1975年之間大量增加且穩定，並結合相當多的資訊科技融入幾何課程與教

學（謝如山、謝名起、謝名娟譯，2002），而且全美數學教師協會（National 

Council of Teachers of Mathematics，NCTM）所發行的《學校數學原則與標

準》（Principles and standards for school mathematics）（National Council of 

Teachers of Mathematics, 2003）對幾何課程與教學提出具參考價質的論述，

其教育觀點也深獲世界先進國家數學課程與教學學者支持（Kilpatrick, Martin, 

& Schifter, 2003）。反觀我當前九年一貫課程綱領中的幾何主題，猶存有急

待改善的問題（李豪文，2008；林秀瑾、張英傑，2005；莊月嬌、張英傑，

2005）。因此，從研閱具代表性的台、美數學課程與教學等相關文獻資料，針

對小學幾何課程與教學，以提出具洞察力的思考議題，藉以拋磚引玉，激發更

多的數學教育學者、課程與教學研究者的關注，投注研究心力以使幾何課程發

展益臻理想，為本文之目的。  
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貳、 十九－二十世紀美國的教育學者對
小學幾何課程發展的影響

一、十九－二十世紀初年美國的幾何課程概覽

十九世紀末期及二十世紀初期，工業化、都市化與移民議題是美國社會關

注的公共議題，雖然數學教育具有養成科技人才的價值，幾何課程多為中學階

段的教材範圍，其在基礎教育階段的小學數學，教材份量與重要性相對被輕忽

（Donoghue, 2003）。

根據Michalowicz 與 Howard（2003）分析美國數學教材，指出：十九世

紀初期至中期，數學教育目標注重心智的鍛鍊（exercising the mind）與社會實

用，在偏重規則（計算算則，包含運算與記憶算則）、歸納（從具體教具的操

作，展示與歸納數概念）、分析（將解題方法作詳細分析）的教學取向下，算

術與代數課程成為主要內容；相對地，幾何與測量教材是被忽略的。幾何學通

常不被列入教材，即使少數問題被含括於數學課程，例如：簡單的形狀與特性

介紹、周長、面積與體積教材，其多與測量問題並置；多邊形及其性質的教材

則被摒除於外。

及至十九世紀末期近二十世紀，隨著幾何教科書的發行：Wentworth與

Smith出版《平面幾何》（plane geometry）與《立體幾何》（solid geometry）

兩本獨立發行的幾何教材（引自Donoghue, 2003），數學課程討論幾何問題方

呈增加的趨勢，例如：將圓、三角形與梯形的面積問題；圓錐體、柱體、三角

錐、球體的體積問題，納為教材問題；但是此教材多為七年級以上的學校數學

教材（Donoghue, 2003）。有關幾何形體的性質與定義、歐基里得的幾何假設

（the postulates of Euclidean geometry）與公理的課程與教學，幾乎是高中階段

的課程（Chazan & Yerushalmy, 1998；Clements, 2003; Donoghue, 2003）。此

時期，雖然中學階段有幾何教科書為教材，但是小學階段的幾何問題卻仍多與

測量教材聯結。

由此觀之，十九世紀至二十世紀初期，在強調數的運算與生活實用技能的

課程目標下，算術課程表徵基礎數學之核心，幾何教材相當微少。同時，受社

會實用（social-utility）取向影響，幾何教材內容，也僅選擇與生活應用相關的

測量問題，幾何教科書所討論的平面幾何，多為學生日常生活可接觸的基本圖
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形與立方體，以及其面積與體積的測量課程。雖然數學學者Moore曾批判幾何

教科書的獨立發行，質疑此舉乃將幾何視為假設性的論證，無助於解決真實的

生活問題（引自Donoghue, 2003），但是並未對幾何學在基礎教育階段的意義

多作評論。

二、 1910－1940年美國教育學者對幾何課程發展的影響

1910－1940年代，受到社會實用思潮、第二次世界大戰所導致的經濟蕭條

及愛國主義的影響，數學教育的目標，著重科技人才的培養，以達成社會應用

目標。在政治社會層面，國家軍事設備與工業化技術的發展倍受關注，數學教

育被視為培養現代化公民與養成就業技能之途徑，因此，數理人才教育須植基

於數學知能（Donoghue, 2003）。

同時，當時學者的教育哲學與心理學研究，對「數學具有強化社會現代化

效益」信念，具有推波助瀾的效果，進而影響當時的數學教育。例如：James

（1842-1910） 的「有用者為真」（what works is true）的觀點及J. Dewey

（1859-1952）的實用主義（pragmatism），闡述教育是改進社會的主要動力，

以進步運動（progressive movement）推動課程改革（引自伍振鷟，1992；葉學

志，1985）。在教學心理學方面，行為主義思潮與E. Thorndike （1874-1949）

所主張的刺激與反應連結理論―練習與練習結果的連結，可以推進學校教育基

本技能的學習引自（Leahey & Harris, 1997），亦顯著地影響美國小學數學課程

與教學（高廣孚，1989；陳梅生、吳德邦、李源順，1987）。

Donoghue（2003）指出，此時期的幾何教育理念，乃將幾何學習視如一

種大腦的訓練，藉著訓練可促進「愈鍛鍊愈結實」的肌肉鍛鍊之效，而且，邏

輯推理與論證能力透過課程訓練，其能力可以遷移於幾何證明解題。幾何課程

在於訓練邏輯推理、論證，以及使用精確的幾何語言，此門學科知識更可直接

應用於物理世界、商業或其他行業工作。受上述政治社會壓力與教育思潮之激

發，高中階段的幾何學與三角學（trigonometry）課程，因而大受重視。

值此數學的社會效能觀瀰漫之際，數學教育學者積極建議：數學教學需

結合算術、初淺的幾何與代數，提供學生應用上述知識技能解決問題的經驗；

但是學者們的建議，仍未普遍撼動深植於社會大眾與家長的信念「除了算術以

外，數學別無所需」（Garrett & David, 2003）。因此，除了高中階段的幾何

課程內容擴增以外，小學的幾何課程仍然多以介紹基本的概念為主，例如：幾

何圖形的命名、以符號表徵簡單的幾何概念，使用簡單的工具與公式作幾何
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形、體的測量（體積與面積的測量）（Donoghue, 2003; Lappan, 1999; Porter, 

1989）。

此時期雖有學者質疑社會效能觀與進步運動的教育理念，批判其對數學課

程地位具有負面威脅（Donoghue, 2003），尤其Brownell 更提出有意義地學習

數學計算，批判「刺激―反應」連結與反覆練習的數學教學觀，反對記憶算則

與機械式地算術運算（Brownell, 1947）。縱然如此，學者們與學校教師對數學

課程的注意力，仍多在算術領域，幾何課程與教學仍未獲關注。

三、 1950－1960年代美國社會背景與教育學者對小學幾何課程

發展的影響

第二次世界大戰之後，美國與蘇俄兩國的冷戰關係，形成軍武競賽的兩大

壁壘。尤其於1957年因蘇聯發射第一顆人造衛星「史波尼克號」（Sputnik），

激起美國社會的高度覺醒，徹底檢討學校課程的軟弱無能，更體認「優良的數

學教育為高科技軍備競賽之基礎」，尤其重視大學的科學與工程人才之培育

（Fey & Graeber, 2003）。此時，數學教育學者也深入檢視各教育階段學校數

學課程與教學，且數學的社會效能價值亦被推崇，進而醞釀強化數理科學教育

的課程改革（伍振鷟，1992；陳梅生等，1987；Price, 1960）。

1950年代肇始於大學數學教育改革的「新數學」（new math.）計畫，

逐漸往高中數學課程改革推進，例如：1952年的數學學者Max Beberman 成

立「伊利諾大學數學教師委員會」（The University of Illinois Committee on 

School Mathematics，UICSM）推動「新數學」與「現代數學」（modern 

mathematics），強化高中數學的幾何結構性知識與證明（Fey & Graeber, 2003; 

Garrett & Davis, 2003; Woodward, 2004）。1950年代晚期，此波「新數學」改

革受到美國國科會（National Science Foundation，NSF）的重視，並提供研究

經費補助（Lappan & Wanko, 2003），數學課程改革也擴展至初中及小學，數

學學者E. G. Begle於1958年成立「數學研究小組」（School Mathematics Study 

Group，SMSG），並編寫幼稚園到高中（K-12）的數學教材。SMSG學者批

判：幾何課程在小學教育被遺忘，乃為嚴重的失誤，幾何需成為基礎數學教材

之一。因此，幾何也被列為小學四－六年級的數學課程（Coxford, 2003; Payne, 

2003; SMSG, 1961a, 1961b）。

1960年代SMSG所推動的數學課程改革，也是當時唯一受國科會經費補助

的課程研究（Payne, 2003）。SMSG課程最大的特色，為注重結構、證明、通
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則化與抽象化（陳梅生等，1987），就幾何概念的結構化組織而言，一方面將

幾何概念與幾何語言，透過點、線、面、體的概念介紹，系統化地呈現於小學

教材，強調基礎的幾何概念，需建立於個人對空間知覺與探索的直覺經驗，認

識幾何的概念系統，另一方面，將幾何與測量教材結合，增加幾何內容，幾何

與算術學習需並重（Jackson, 1960; SMSG, 1960, 1961a, 1961b）。檢視SMSG

的四年級數學課程內容，幾何教材即占有1/3的份量（Payne, 2003），幾何課程

被重視的情況可見一斑。

SMSG對幾何教育的哲學觀，主張數學能力的培養，可以根據數學的原理

原則，依據數學家的思考與建議觀點，將教材作系統化組織，從基礎到較高層

次概念作排列，透過結構化的課程與訓練達成課程目標（陳梅生等，1987）。

因此，數學教育標的，在於將數學結構化呈現與學生的理解學習，基礎數學

的學習包含：幾何語詞、公理與定義。而且，只要學生學習幾何語詞，理解

幾何概念的定義、定理與證明，他們也可以發展出類似於數學家的幾何想法

（SMSG, 1960）。Jackson（1960）闡述幾何學習為一種心智訓練，幾何學習

的效果類比肌肉鍛鍊之效。學生必須從日常生活的觀察，熟悉幾何圖形，進而

組織其對二維與三維空間幾何形體的觀察，了解其關係。幾何學習歷程，即從

具體的幾何形體觀察，將所習得的幾何性質作進一步的精緻化組織，形成抽象

的數學概念系統。

基於上述數學教育理念，SMSG 的小學幾何課程十分重視幾何語詞的介

紹。根據Jackson（1960）與SMSG（1961a）的闡述，幾何內容包含注意、比

較及測量等三大方面：（一）注意：指四年級的幾何單元，在於引起學生注意

幾何的特性，例如：檢驗各種圖形、命名、處理二維與三維形體物件，以建立

物件形體所包含的抽象幾何性質與概念；（二）比較：此為一種較高階的幾何

學習，四年級學生需學習使用圓規，認識與區辨各種三角形，檢驗圖形是否

全等。透過直覺的理解（intuitive understanding），學生可以認識全等的意義

（Coxford, 2003）。五－六年級學生則需透過比較與定理、全等定義之學習，

建構三角形與其他多邊形的幾何概念，例如：以全等的概念為基礎，學習等腰

三角形的性質。（三）測量：此概念為擴展面積定義（覆蓋在一個平面上的平

方單位數量）與比較作自然連結，將幾何概念與數量運算技能作結合，即為學

習測量的基礎。

針對SMSG 在小學數學課程發展的影響之評論，數學專業團體肯定該研究

小組在四－六年級數學教科書，提供結構性的數學內容的努力，此貢獻是成功
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的（Payne, 2003）。SMSG所重視的形體的性質與關係，以及對稱等議題，仍

可見之於全美數學教師協會的小學幾何重要議題（National Council of Teachers 

of Mathmatics, 1989, 2000）。而且，當時美國舉辦的全國教育評量（National 

Assessment of Educational Progress，NAEP），也隱約暗示應用數學語言的重

要性，例如：1973年在全國教育評量測驗中的幾何問題，皆與幾何語詞的使用

有關（Carpenter, Coburn, Reys, & Wilson, 1976）。除了上述的肯定評論以外，

SMSG預期提升學生數學成就的改革目標卻功敗垂成（Coxford, 2003; Fey & 

Graeber, 2003; Payne, 2003）。導致其失敗的因素，可歸納如下所述。

（一）學校數學教育目標的衝突：1. SMSG過度強調抽象的數學結構與概

念，大受數學教育學者與實務工作者的批評，尤其是中等教育階段教師的反彈

聲浪最大（Coxford, 2003; Payne, 2003）。雖然SMSG的學者推崇心理學者所建

議的心智發展與概念的形成觀點（Stone, 1961: 20），但是其理念仍潛存行為主

義的形式訓練，教學強調學生被動地接受與認識具結構性的數學概念的程度，

而非考量學生的認知發展。

（二）幾何教材內容尚不充足：SMSG雖然重視幾何課程，但是所包含

的幾何教材尚嫌疏漏不足，例如：空間視覺化與空間推理問題，其為當前幾

何課程重視的教材，未見受SMSG課程重視。而且，幾何教學連結解題溝通

（National Council of Teachers of Mathmatics, 2002），亦未受重視。

（三）提供教師推展新數學課程與教學的訓練不足：中、小學教師對於

新數學課程的認識與訓練不足，教科書裡許多數學語詞也未充分了解，導致教

學困難。雖然新數學課程特性重視「概念結構」輕忽「應用」，也建議採發現

教學法進行數學教學，但是許多小學教師在訓練不足的情況下，仍偏重實用性

的數學內容，例如：十進位數系的概念與運算，而且使用直接教學法，而非

發現教學法、實物操作或歸納法（Coxford, 2003; Fey & Graeber, 2003; Payne, 

2003）。由此可見，數學課室的教學實況，與新數學課程目標存有相當大的差

距，教師的教學困擾也對新數學產生反彈（Payne, 2003）。

（四）家長對新數學的課程理念了解不足：大多數家長認為算術運算技能

的培養為學校數學的核心，而且他們對新數學的課程理念了解不足，仍然相信

數概念、四則運算與心理運算與測量技能，是數學學習的基礎，也是最實用的

數學能力（Payne, 2003）。因此，家長對於幾何學習與發現教學法對於學生數

學學習的意義，支持度不如預期。

（四）教科書出版商的偏好與SMSG的教育理念迴異：教科書出版商多將
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教材焦點置於運算技能，將幾何概念以傳統所熟悉的模式作組裝，並非充分履

踐SMSG的幾何課程發展理念（Coxford, 2003）。

綜合美國1960年代的新數學改革，其將數學概念依其概念結構，依序編製

成系統性的教科書，尤其揭示將幾何課程的重要性，誠為顯著的貢獻；但是其

課程內容過度強調抽象的數學概念與數學語言，導致學生難以理解；在教學方

面，「教學需植基於兒童心智發展」與施行「發現教學法」的口號雖被高喊，

實則行為主義「教師直接傳輸，學生被動學習」與「練習效果」仍為教學現場

之主導。值得一提的是，小學幾何課程與教學，亦未如SMSG學者所預期地被

推廣（Carpenter, et al. 1975, 1976）。因此，綜觀課程教材、教師與教法、社

會輿論的批判，SMSG 的新數學改革績效不如預期（陳梅生等，1987），此改

革失敗的檢討，也引發1970年代的「返回基本」（back to basic）運動。

四、1970－1980年代美國教育學者對小學幾何課程發展的影響

美國數學教育品質除了長期倍受政治社會關注以外，國際性與NAEP的數

學評量在1970－1980年代舉辦，其評量成果報告也形成一股影響數學教育的來

源，尤其當政治與社會團體將學生的數學評量成果與國家競爭力指標連結時，

這些數學成就評量在政治與社會壓力的加權下，影響力與日遽增，終而醞釀成

新一波課程改革的推動力。

（一）國際性教育評量

教育成就評量的國際協會（International Association for the Evaluation 

of  Educat ional  Achievement， IEA）於1967年成為正式的機構（Foshay, 

1962），並於1964年、1980－1982年分別舉辦第一次國際數學調查（The first 

international mathematics survey，FIMS）與第二次國際數學調查（The second 

international mathematics survey，SIMS）（Brown, 1996），並提供學生的成績

分析比較。這些教育評量的初始目的，在於提供師長瞭解學生學習情形，但是

經政治社會團體關切後，評量結果的解讀被賦予複雜的意義。第一，學生的數

理科學成就，表徵一個國家國力與發展潛力，再則，國際間的學生學習成就比

較，猶如國家爭取國際領導權的「賽馬」競爭（Schmidt & McKnight, 1995），

此外，處理此大規模學習成就評量的主辦機構，皆接受國家政府的經費贊

助，其評量結果資料對於政治社會政策的規劃，具有重要意義（Brown, 1996; 

Weiss, Knapp, Hollweg, & Burrill, 2001; Schmidt & McKnight, 1995）。因此，

這些大規模的教育成就評量的意義與性質，隨著創辦時間的累增，其寓含的政
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治社會意義也愈趨複雜。    

根據Brown（1996）分析FINS與SIMS的國際評量，此兩份測驗皆是針對

13歲學生的數學成就作評量，其結果顯示：美國學生的數學成就表現遠落後

於許多國家。雖然有不少學者批判此種國際測驗存有諸多效度干擾的問題，例

如：國際間的課程差異、評量試題的翻譯問題，以及文化差異等問題，皆可能

影響各國學生的成就分數之排名（Brown, 1996; Freudenthal, 1975），但是美國

學生數學成就表現不理想的現象，再度引發政治與社會團體對國家競爭力衰退

的焦慮。

（二）全國教育評量

美國全國教育評量乃以各領域課程教材內容為基礎所設計的學習評量測

驗，目的在於提供學生的學習成果訊息―應學會什麼且已具備的能力為何。全

國教育評量的數學評量也於1973年首次舉辦。此大規模的評量成果報告，猶

如提供檢核全國教育的成績單，其評量效度與信度亦普獲各界好評，繼而於

1978年、1982年、1986年、1990年、1992年、2000年、2003年與2007年皆舉辦

（Kenney & Kloosterman, 2007; National Center for Education Statistics, 2004, 

2005）。

NAEP的數學評量檢視全美的數學教育成果，其成果報告分析中、小學階

段學生數學成就表現，也倍受數學教育學者及政治社會團體矚目（Kenney & 

Kloosterman, 2007; Pellegrino, Jones, & Mitchell, 1999）。許多政治社會人士

且認為此評量可以有效地提供公眾瞭解教育成果，亦可據以規劃政策（Weiss, 

Knapp, Hollweg, & Burrill, 2001）。由於中小學生在國際性的數理成就評量與

NAEP數學評量表現低落，而且幾年以來未見成績提升，此種國民數理科學能

力薄弱的嚴重性，甚至被認為是國家陷入危機的一種信號（Stevenson et al., 

1990）。尤當一份以美國學生數學成就低落而發出的危機警告文件《國家在危

機中》（A nation at risk）（National Commission on Excellence in Education, 

1983）發表以後，NAEP的評量成果報告，成為政治社會團體據以責成學校數

學教育進步的施壓工具（Pellegrino et al., 1999）。迄今，美國教育部（U. S. 

Department of Education）及其所屬的全國教育統計中心（National Center for 

Education Statistics，NCES）除了支持各種跨國際的教育評量成果比較以外，

NAEP也成為美國國會核定的一項教育計畫（NCES, 2005）。由此可見，三十

多年來的NAEP及其成果報告，其單純的教育評量目的，逐漸在政治社會團體

的關注下，被賦以檢驗國家競爭力的期待，NAEP所承受的壓力，不可同日而
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語。

（三）教育學者對學生的數學低成就之回應

數學教育學者分析各級學生在1972－1973年NAEP的表現，以評鑑1960年

代的新數學改革成效。研究結果發現：接受新數學課程的學生，其數學理解表

現比傳統班級高，但是學生的計算技巧，顯有退步跡象（陳梅生等，1987）。

而且，根據Carpenter、Coburn、Reys與Wilson（1975, 1976）分析第一次NAEP

評量結果指出：在小學數學課程，幾何主題相對於其他主題，顯然被忽視。大

部分接受評量的9歲學生不瞭解基本平面圖形的幾何關係，亦不熟悉平行線、直

徑及直角三角形的名詞。

有視於新數學改革的挫敗、學生數學能力低弱的困境，美國國科會補助

「全國數學教育顧問委員會」（National Advisory Committee on Mathematics 

Education，NACOME），檢視自幼稚園到十二年級數學教育，研究報告指

出：學校數學教材過於抽象，學生的數學能力未見提升。於1976年，「全國數

學協會」（National Committee on School Mathematics，NCSM）定下「返回基

本」口號（陳梅生等，1987）。在此波「返回基本」運動下，雖然幾何與計算

技能、實測、圖表的讀法、解釋與繪製等等，同列為需強化的十項基本技巧，

但是因幾何不如計算技能重要，而且其含有「新數學」的意味，幾何在學校數

學的地位反而被淡化（Payne, 2003）。

為提供更明確的數學教育方向，全美數學教師協會於1980年出版一份重要

文告《數學行動綱領》（Agenda for action），將問題解決（problem solving）

與使用電算器的能力培養，與1976年所舉的十大基本技巧，同列為數學教育核

心（陳梅生等，1987；NCTM, 1980）。惟幾何課程的重要性，並未於此份文

告被強調。值此之際，數學與教育研究者積極檢討新數學改革的成效，也投注

心力訪查歐洲及其他國家的數學教育，分析其數學課程結構。自此至2000年之

間，擷取心理與數學教育學者的幾何認知發展與教學理論模式，融入學校數學

教材，期以提升數學教育品質與學生數學能力。有關數學、心理與教育學者之

幾何認知發展與學習理論對幾何課程改革之影響，容後論述。
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五、1980年迄今的美國幾何課程發展的政治社會背景

1983年《國家在危機中》的危機警告，觸發美國「為國民教育設訂課

程規準與提高學生的學習成就的需求」呼聲高漲，政府也設定「美國學生

的數理科學成就將於2000年前躍登全世界第一」的努力目標（Brown, 1996; 

Steen, 1994）。1989年，NCTM與數學教育專業團體因應社會期待，參酌數

學、心理與教育學者之研究理論與實務，發行第一份國家層級的教育標準之

文件《學校數學課程與評量標準》（Curriculum and evaluation standards for 

school mathematics）（NCTM, 1989），以及後續的《學校數學評量標準》

（Assessment standards for school mathematics）（NCTM, 1995）及《學校數

學原則與標準》（Principles and standards for school mathematics）（NCTM, 

2000）回應全國對提升數學教育品質的關切（Hiebert, 2003; Steen, 1994; Weiss 

et al., 2001）。在上述文件，幾何課程被列為學校數學內容的五大主題之一

（數與計算、代數、幾何、測量、資料分析與機率），而且增加其教材份量

（NCTM, 2000）。幾何課程被視為一門探討空間物件（spatial objcts）、幾

何關係（geometric relationships）、變換（transformation）與表徵上述幾何關

係的數學公理（axiomatic mathematical systems that have been constructed to 

represent geometric relationships ）的知識（Clements, 2003）。同時，近年的

NAEP的評量亦將幾何與空間感（geometry and spatial sense）列為數學評量內

涵之一（Kenney & Kloosterman, 2007）。有關幾何課程與教學在NCTM 的學

校數學課程規準相關文件的論述，以及其所依據的理論模式，容後討論。

1990年代，在強化學生數學成就的呼聲下，愈來愈多學者分析國際性評量

FIMS與SIMS的部分議題―數學教育的學習機會（opportunity-to-learn），討

論美國學生的數學學習機會，及其與數學成就表現優異國家的學生數學學習機

會之差異（McDonnell, 1995）。例如：Stevenson、Lee 與Stigler（1990）比較

中國、美國與日本學生的數學成就、課程與教學差異，包含比較這幾國學生的

幾何知識，其研究發現：在幾何繪圖、視覺判斷及心理折疊（mental folding）

的問題解決表現上，美國學生的表現略遜於中國學生，但是卻顯著落後於日本

學生（Stevenson et al. 1990）；再者，日本與中國學生比美國學生有較多的學

習幾何機會，中、日兩國的小學數學教授幾何基本概念的機會比美國小學高，

而且幾何教材在中、日兩國的數學教科書份量，佔有的比率比美國小學教科書

高。Westbury （1992）也認為美、日兩國的幾何課程在學校數學所占的份量差
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異，是造成兩國學生數學成就落差的因素之一。

在舉國找尋強化學生數學成就解藥的熱潮裡，有關「學生的幾何能力應如

何提升」及「小學幾何課程如何有效地教學」等實質議題，是否真正被政治社

會團體關注？根據Brown（1996）的觀察，多數政治社會團體與部分學者，似

乎更有興趣於辯證含括幾何在內的數學教育成效之通泛性議題，幾何課程與教

學並未因而多獲青睞，例如：他們關心全美數學教師協會所公布的國家層級的

數學課程標準，此非符合美國地方分權制度特性，進而熱中辯論有關課程標準

的「統一」與「多樣」，孰優孰劣。而且，全國教育評量成果報告，也淪為少

數有心人士用以炒熱議題的工具。

綜合上述，1980－1990年代，數學與教育學者從檢討以往學校數學品質

中，再度發現幾何課程在學校數學的失落，進而積極擷取歐洲數學教育學者與

心理學者對兒童幾何思考發展、幾何課程與教學理論模式，融合於K-12學校數

學課程規準（NCTM, 1989, 2000）。自此，幾何課程為學校數學主題內容之一

的定位，愈趨穩定與重要。雖然政治社會輿論產生失焦，但是幾何課程在小學

數學的定位，也使數學教育在1980－1990年代的改革行動顯露進步的意義。

參、 1950－1980年代重要的心理與幾何
學習理論對美國幾何課程與教學的
啟示與影響

1950年代，心理學者批判行為主義者輕忽學生的認知思考與有意義學習，

並且致力於探討兒童幾何認知與思考的發展（Piaget & Inhelder, 1956; Piaget, 

Inhelder, & Szeminska, 1960; Hiele, 1986），值此之時，荷蘭也在中小學推展

真實數學教育（realistic mathematics education），其幾何課程發展即植基於兒

童幾何思考發展理論（Freudenthal, 1971, 1973, 1983; Gravemeijer, 1990, 1994, 

1998）。正當美國數學教育學者探求提升學生數學成就解藥之際，上述幾何

教育理論對美國幾何課程與教學皆產生顯著的啟發作用。本節將摘述Piaget

（1896－1980）、Hiele及RME理論，討論其對美國幾何課程與教學的啟示，並

評論NCTM的學校數學規準文件對美國小學幾何課程的影響。
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一、心理與幾何學習理論對美國幾何課程與教學的啟示

（一）Piaget與其同僚的研究及其對美國幾何課程的啟示

Piaget與Inhelder（1956）發現：兒童對空間的理解並非僅是知覺的直接

產物，乃需透過感覺－動作（sensori-motor）等操作活動，將他們對圖形、物

體及其在空間移動等觀察、操作所產生的認知（perception），形成內在的心

理表徵。透過感覺－動作等操作的活動，兒童方能將從觀察、操作物體的特性

之活動，發展出幾何直覺，此發展與命名或指認物件，乃大異其趣。Piaget的

研究並指出，兒童幾何概念發展的順序為：先理解拓樸幾何關係（topological 

relations），繼而投影幾何（projective）與歐氏幾何（Euclidean）概念。Piaget

從心理學觀點所提出的「拓樸為先」（topological primacy theory）的發展順

序理論（Clements & Battista, 1992），駁斥歷史上來對於幾何發展順序的觀點

（莊月嬌，2005）。

Piaget的理論對美國的幾何課程與教學所產生的啟發影響，可見之於全英

數學教師協會的學校數學規準等文件之論述。Piaget理論對NCTM文件的啟示意

義，分別說明如下。

1.兒童透過各種探索幾何活動，能主動地建構歐氏幾何空間的參照結構

（Piaget & Inhelder, 1956）。亦即，教學者提供兒童切合其認知發展階段的適

當教學環境，兒童即能建構幾何知識。此建議啟示數學教育與課程發展學者：

兒童也有能力建構幾何認知，幾何課程應提供給各教育階段的學生，而非僅是

中學生的專屬課程。全英數學教師協會的文件，強調「幾何是幼稚園至四年級

（K-4）數學課程的重要內容」（NCTM, 1989: 48）。而且，在K-12學校數學

課程規準，將幾何主題與教學建議延伸至幼稚園（NCTM, 2000）。

2.Piaget認為兒童建構空間幾何的表徵，需透過主動地操作其生活環境

中的物件，並將問題解決經驗內化（Piaget & Inhelder, 1956）。因此，傳統幾

何課程所強調的物件命名與記憶形體的特性，不足以讓兒童建構幾何概念。在

NCTM文件的幾何課程與教學建議，呼應Piaget的上述觀點包含：（1）建議

「調查、實驗、與探索日常物件與具體材料」為幾何學習之必要活動（NCTM, 

1989: 48）；（2）兒童的幾何知識需藉由課室教學的「探索與調查」活動來擴

展（NCTM, 2000: 97）；（3）Piaget所強調的視覺（visualization）、繪圖及

從不同位置比較形體等練習（Piaget & Inhelder, 1956），亦被建議納入幾何課

程與教學（NCTM, 1989, 2000; Grande & Morrow, 1993; Gavin et al., 2001）。
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針對Piaget的兒童的幾何認知發展理論，不少歐美數學教育學者亦驗證其

理論之合理性。例如：Clements 與 Battista（1992）與Clements（2003）檢驗

教具操作對兒童學習幾何概念的影響，其研究結果支持Piaget的觀點，兒童的

幾何概念發展乃需植基於具體物的操作與觀察，從對具體物的幾何特性之認

識，進而發展抽象的概念結構。因此，探索與調查，乃為有效的幾何教學之必

要活動。Liben （1978），Mackay、Brazendale 與 Wilson（1972），及Thomas 

與 Jamison（1975）的研究亦支持Piaget的觀點：透過豐富的幾何探索活動，兒

童能主動建構歐氏幾何空間概念的參照架構。Piaget的認知建構觀點，亦為van 

Hiele發展幾何思考的發展層次與教學模式之重要參考（Hiele, 1986）。

相對地，Piaget以心理學為基礎所發展的幾何認知理論，亦有學者提出批

判。例如：Clements 與 Battista（1992），Clements （2003），Pegg 與 Davey 

（1998）認為幾何概念的發展，未必循Piaget所提的「拓樸為先」（topological 

primacy theory）發展順序。而且，Hiele亦指出Piaget研究的缺憾，例如：兒童

如何學習幾何、語言在兒童發展幾何概念的功用與影響等議題，皆被Piaget的

研究所忽視（Hiele, 1986）。

（二）Hiele的幾何思考發展與教學理論及其對美國幾何課程的啟示

van Hiele的幾何思考發展理論的研究背景，也是源自於1950年代的荷蘭

幾何教育困境，批判其傳統的歐氏幾何教學困難（Gravemeijer, 1998），Hiele

夫婦以格式塔心理學式（Gestalt-like）的視覺層次認知、Piaget的建構論與發

展層次理論為基礎，結合他們對於幾何思考發展層次的觀點，投注心力探討幾

何教學當如何與兒童的幾何思考發展連結（Hiele, 1986; Pegg & Davey, 1989, 

1998）。

統整Hiele （1986, 1999）及其他學者的相關研究（例如：劉好，1998；

Crowley, 1987; Fuys, Geddes & Tischler, 1988; Pegg & Davey, 1989, 1998），幾

何思考的發展包含五個層次，教學亦可相應於此發展層次，包含五個階段。以

下茲簡要論述其五個思考層次的特徵：1.層次0，視覺期。此階段的學生根據視

覺觀察，認識物件的外表特徵與圖形輪廓；但是無法利用圖形的特徵或組成要

素，來分析幾何圖形。2.層次1，描述與分析期。此階段的學生能分析圖形的特

徵與組成要素，但是不能解釋特徵之間的關係，亦無法根據幾何定義解釋不同

圖形之間的包含關係。3.層次2，非形式化演繹期。此階段的學生能瞭解圖形特

徵的內在關係，運用構成圖形的各種要素與性質條件，作圖形包含關係的簡單

推論；但是他們尚無法根據前提進行演繹證明。4.層次3，形式演繹期。此階段
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的學生能瞭解不同圖形性質的內在關係，根據幾何定義與公設系統，使用演繹

法，證明結果是否成立。5.層次4，嚴密的邏輯法則期。此階段的學生能理解、

比較與分析公設系統之間的關係，使用各種演繹推論方法，推論各種抽象的幾

何假設。

根據Hiele（1986）的觀點，上述幾何層次的發展，低階層次為發展高階

層次之基礎，且其發展乃受教學之知識學習之影響而循序漸進，並非因年齡或

生理成熟而推進其發展層次。而且，在幾何思考裡，符號與幾何表徵亦扮演重

要角色。於第一階段，層次0－1與層次1，學生需學習使用幾何語言來命名與

稱呼物件；於第二階段，層次1－2，學生需學習使用符號，來討論不同圖形之

間的關係，例如：全等、相似與平行等；於第三階段，層次3－4，學生需學習

使用形體的定義與幾何性質條件，以討論假設之演繹。在發展學生幾何思考的

教學方面，學校的幾何課程與教學具有關鍵性的影響。教學者需提供包含幾何

概念的結構化教材，透過詢問、引導探索、解釋說明、自由探索，以及整合等

五個教學階段，以發展學生的幾何思考（Crowley, 1987, Hiele-Geldof, 1984; 

Hiele,1986; ）。

Hiele根據其對於中學生幾何思考的研究，對其理論的幾何思考發展的前三

層次，描述詳盡；但是由於中學生的幾何思考少見發展到其理論的最高層次，

Hiele討論最高層次的幾何思考也較少（Crowley, 1987; Pegg & Davey, 1998）。

雖然如此，Hiele的理論提供美國幾何課程與教學的啟示，可從NCTM的學校數

學規準之文件得到印證。

第一，幾何教學需植基於學生的幾何知識，亦即直覺的知識與發展層次

（Hiele, 1986）。據此，NCTM的文件強調 「兒童對於二維與三維形、體的直

覺與洞察力」是發展空間知覺重要的內涵（NCTM, 1989: 48），而且 「學生

需從圖形的整體外觀輪廓開始學習」（NCTM, 2000: 97）。幾何課程的發展

與教學，需考量幾何思考 「層次」（NCTM, 1989）與 「自非形式思考進展到

抽象思考」的幾何理解的心智特質（NCTM, 2000: 41）。在現代數學教科書的

幾何教材部分，也根據Hiele的幾何發展層次理論設計活動（The University of 

Chicago School Mathematics Project, 2001a）。

第二，教學與教材的組織，必須包含幾何的基本觀念，因為這些基礎觀

念的建構，將影響後續幾何思考層次的發展（Hiele-Geldof, 1984）。據此，

NCTM建議：有效的幾何教學應包含 「重要的數學概念」（NCTM, 2000），

教師應「提供適當的材料與具結構性的學習環境」，以引導學生的幾何學習
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（NCTM, 2000: 41）。此外，近年NCTM所出版的各種幾何教學活動，也可見

其應用Hiele理論（例如：Grande & Morrow, 1993; Gavin et al., 2001）。

第三，語言對於概念性理解幾何的發展，是一個重要的影響因素（Hiele-

Geldof, 1984; Hiele, 1986）。亦即，使用口語語言與溝通，可以促進兒童幾何

概念的理解，進而提升幾何思考層次的發展。據此，NCTM的文件強調 「數學

是一種溝通」與使用符號與語言溝通數學概念（NCTM, 1989）、課室內的「討

論」（NCTM, 2000），皆呼應Hiele的教學觀點。

van Hiele的理論對於小學至大學學生的幾何思考發展之論述，普遍獲得新

近研究正向的肯定與支持（Burger & Shaughnessy, 1986; Clements & Battista, 

1992; Clements, 2003），例如：

幾何思考的發展具有層次（Clements & Battista, 1992），而且幾何思考

層次的區分，並非因年齡或生理成熟度，而是根據學生的幾何思考特質而區分

（Burger & Shaughnessy, 1986; Crowley, 1987）。

相對地，學者們亦批判van Hiele對於幾何發展層次的描述，過於粗略，尤

其對於年齡較小的兒童描述的精確度不足（Clements & Battista, 1992; Burger & 

Shaughnessy, 1986; Fuys et al., 1988; Pegg & Davey, 1998; Clements, 2003）。

而且，Pegg 與 Davey（1998）及Fuys、Geddes與Tischler（1998）提出：在

Hiele所提的第一個思考層次―視覺期發展之前，應有一個更基礎的發展階段。

（三）荷蘭RME的幾何課程對美國幾何課程與教學的啟示

RME發展於1970年代的荷蘭，其哲學觀乃植基於H. Freudenthal（1905 

-1990）的觀點――數學是人類的生活活動 （Gravemeijer, 1994, 1998），其亦

呼應van Hiele的理論（Gravemeijer, 1990, 1994, 1998）。Freudenthal（1971, 

1973）認為數學活動是人類解決問題、尋找問題與數學化的活動，數學教育應

從對兒童具有真實意義的問題著手，進行數學化活動。在1970年代的RME幾何

教學，猶如對傳統的中等學校歐氏幾何課程的反動，1980－1990年間，RME取

向的課程與教學，方往下延伸到小學。

RME的幾何教育核心理念― 「以幾何的觀點看世界」，在於統整真實生

活經驗與可經驗地真實情境來學習幾何（Gravemeijer, 1998）。幾何教學需與

日常生活情境問題密切關連，因為幾何感（geometric sense）的發展，源自於

兒童的理解，其乃統整自日常生活事物的觀察與經驗，例如：視線、影子、心

理影像、側視、俯視與地圖等關係之結構（Gravemeijer, 1998）。因此，學生

需透過數學的察覺、概念與程序的再創造，將數學知識與問題解決程序數學化
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（Gravemeijer, 1990）。幾何課程與教學即踐履上述理念（Gravemeijer, 1990, 

1994, 1998）：（一）以真實生活問題讓學生數學化；（二）教材需結合學生

的日常生活與幾何發展層次，並將教材作良好組織，提供給學生；（三）學生

的非形式性的知識或策略可以成為其幾何學習與空間推理的基礎。

RME對美國幾何課程的啟迪，可見之於許多幾何教學活動與建議。例

如：根據NCTM的學校數學規準設計的三－五年級的幾何活動設計，皆可顯見

Freudenthal（1973）的觀點

「幾何為空間的瞭解……即兒童所居住、呼吸及移動的空間。為了能在此空間

居住、呼吸及移動得更好，兒童需學習去認識、探索與征服它」。（引自Gavin 

et al., 2001: vii）

。此外，數學教育學者所發展的一系列五－八年級的《情境中的數學》

（Mathematics in Context Mathematics in context: A connected curriculum 

for grades 5-8）教材（National Center for Research in Mathematical Sciences 

Education & Freudenthal Institute, 1997-1998），以及教科書《情境中的現代數

學》（Contemporary mathematics in context――A unified approach）（Core-Plus 

Mathematics Project, 2003）皆植基於RME的教育理念而設計。

1950－1980年代，Piaget與van Hiele 的幾何思考發展理論及荷蘭RME的幾

何教育，其理論的共識：兒童的幾何思考雖非形式化，但具有主動學習空間的

能力，因此，幾何教學需考量兒童的幾何認知與思考，從生活具體事物的觀察

操作著手認識空間與形體，提供具結構性符合兒童幾何思考層次的教材，皆啟

迪NCTM所發行的幾何課程與教學文件，強調幾何形體與關係、位置與空間關

係、形變與對稱，以及視覺與空間推理，建議幾何教學需以問題解決、推理、

溝通與連結（NCTM, 2000）。

二、 NCTM的學校數學規準文件對美國小學幾何課程的影響與

評論

自1990年代至二十一世紀早期，所發行的學校數學規準文件，幾乎成為美

國數學課程與教學改革的基礎，其對幾何課程的影響與批判，分別析述如下。

（一）在推動小學幾何課程與教學方面，NCTM的努力與影響，可見之

如下：1.為確實有效地幫助教師落實上述幾何教學目標，NCTM提供各種幾
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何活動設計作為參考（例如：Grade & Morrow, 1993; Gavin et al., 2001）。

2.NCTM的幾何教學建議，被多家教科書出版公司採納，並參考設計以幾何教

學活動（例如：Mathematics Plus, 1992; Heath Mathematics Connections, 1994; 

UCSMP, 2001a, 2001b, 2001c, 2001d, 2002）。3.愈來愈多的學者根據NCTM的

幾何教學理念，結合電腦科技與動畫軟體，設計各種幾何教學方案（Clements, 

Battista, Sarama & Swminathan, 1997; Clements, Battista, Sarama, Swminathan, 

& McMillen, 1997），推展幾何教師的培育計畫（Swafford, Jones, & Thornton, 

1997）。4.NCTM的文件，亦透過各種國際交流與國際學術研討會，提供國際

數學教育學者與課程發展學者參考（莊月嬌，2005；鍾靜，2003）。

（二）支持NCTM文件的論述觀點之實證研究不足：NCTM文件建議的課

程與教學觀點，並非皆完全被實證研究支持（Hiebert, 2003），而且對於各數

學主題所提的規準與數學能力論述，是否適當，其數學能力能否被確實評量，

需要進一步的研究檢驗（Lesh, Lovitts, & Kelly, 2000），其中包含論戰最激烈

的「數學戰爭」，批判NCTM所提的問題解決與真實生活問題，對數學抽象推

理能力培養效果（Schoenfeld, 2004）。

（三）中小學生的幾何學習成就仍未見顯著提升：1990年以來，美國中

小學生在國際數學成就評量上，幾何成就未見顯著提升。Mullis等（1997）分

析1995年的TIMSS（Trends in International Mathematics and Science Study）

評量結果，發現美國三－四年級學生在辨認二至三維形體的名詞、屬性，以及

使用視覺確認，圖形經翻轉後是否全等；但是在一些運用視覺的問題，則表現

不理想，例如：找出一個立方體的邊數等。而且，美國八年級學生在1999年

的國際數學與科學趨勢研究的再檢視的幾何成績，也只近於參與評量的38個國

家的國際平均分數。因此，學生的空間推理尚待有效的幾何課程與教學來培養

（Kouba et al., 1988; Mullis et al., 1997），加強與檢視教師的幾何教學知能尚

待研究。
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肆、 我國小學幾何教育發展及近代美國
幾何課程發展的啟示

我國自1922年制訂小學教育修業為6年的「壬戌學制」，算術為小學數學

之課目（王鳳喈，1977），繼而於1929年教育部頒布《小學課程暫行標準》

（教育部，1993）。為使課程順應世界潮流與時代需要、切合兒童身心發展之

需要，小學課程標準分別於1931年、1936年、1942年、1948年、1962年、1968

年、1975年、1993年、2000年及2003年作修訂。

在小學幾何課程方面，綜覽我國近90年來的小學數學課程標準，1942年、

1962年及1968年的國民學校課程標準的算術課程標準，幾何主題並未被明列

於課程目標（教育部，1952，1962，1968），1961年以前的小學算術課程標

準，偏重「數」的內容主題，形的概念乃被融入實測的領域。1968年版的課程

標準，幾何教材份量低且偏重平面圖形之探討（林秀瑾、張英傑，2005），

至1975年，「圖形與空間」的主題方被明列於國小數學課程標準（教育部，

1975）。亦即，小學幾何的主題與「數」與「量」的領域主題並重，始於1975

年的課程標準。

在教育思潮方面，1920年代，我國教育制度與理念，受美國學制與杜威

的實用主義思想影響深刻（毛禮銳等，1989），幾何課程亦非小學數學課程被

重視的主題。1968年的課程修訂，數學課程與教學深受美國SMSG數學課程影

響（王克蒂、譚克平，1997），例如：集合基本觀念的介紹；在實測的教材包

含幾何內容，包含：三角形與圓的畫法；比較具體實物之形狀；垂直、水平、

直角的意義、並繪製長方形與正方形；利用量角器畫角；直角三角形、平行四

邊形、梯形及高之認識與畫法；長方體、正方體及圓柱體之認識等（教育部，

1968）。此套課程仿美國SMSG課程，由內容過度抽象，導致施行困難（莊月

嬌，2005），其在教學實務上的窒礙難行，亦類似於美國SMSG教學實務之困

難。

1975年，教育部公布六十四年版的課程標準，並由國立編譯館統一發

行數學教科書。此套數學教材雖然將幾何列為課程主題之一，但是根據陳梅

生等（1987）的分析，計算的分量占有相當大的比例（34.1%），幾何只占 

16.3%，而且與1980年美國Boston市小學幾何課程所包含的概念作比較，一些

幾何概念包含於美國教材但卻未包含於我國教材者，例如：封閉區域的裡外；

253



教育資料集刊第四十五輯――2010 各國初等教育（含幼兒教育）

在某一參考點「之上」、「之下」、「之內」等字；判別上、下、左、右；相

似圖形等（陳梅生等，1987）。此外，此套課程標準在教材與教學建議上，參

考Piaget 與教育心理學者Bruner的認知發展理念（Bruner, 1960），強調重視

兒童的認知思考發展，教材安排從具體操作到半具體，繼而到抽象表徵的學習

（王克蒂、譚克平，1997）。但是在學校教學實務上，多數教師反應此套教材

過多，部分教材偏難與生活情境脫節，運算技能的熟練仍為數學教學之重心，

學生非常熟練計算技巧，也善於記憶數學公式與事實知識（周筱亭，1994）；

但是有關幾何知識應如何根據上述心理學理論作教材設計，提供符合學生幾何

思考發展的教材等議題，受到關注的程度仍相當有限。

在1993－2003年之間，數學課程標準修訂、數學教科書由國立編譯館統

一編製（統編版），開放民間廠商編製（審定版）、民間團體推行教改，繼而

教育部又頒布九年一貫暫行綱要（教育部，2000），數學課程變化快速且缺

乏審慎的試驗研究，可謂數學改革與變動的複雜期（黃幸美，2005；鍾靜，

2005）。1993年版課程標準的國小幾何課程與教學，參研美國NCTM的幾何課

程規準（NCTM, 1989）、Piaget及Hiele的理論，強調兒童本位的幾何教學（劉

好，1994；1998）。幾何教材內容包含：形體外觀之辨識、二維與三維形體的

建置與轉換、形體之構成要素及其關係、形體性質之探究及應用推理解題，以

及空間方位（林秀瑾、張英傑，2005；莊月嬌，張英傑，2006）。

檢視1993年版課程標準的幾何課程與教學，可謂符合時代潮流，但是幾何

教材在各審定版數學教科書所占的分量，也因版本不同而呈現差異。林秀瑾與

張英傑（2005）依據不同時期小學數學課程標準設計的幾何教材在數學課程所

占分量的分析，1958年版的幾何教材，在數學教科書中所占的比例為8.87%，

1975年版的幾何教材占 14.37%，1993年版的幾何教材只占10.26%。由此可

見，在數學教科書由國立編譯館統一編印時期，幾何教材自1968－1975年呈顯

著增加的現象；但是弔詭的是，在1993年，幾何教材卻減少相當大的比例，此

重現象與國際發展的趨勢相左。

1993年版的國小數學課程標準與審定版的教科書，使用經過數年，受到學

界與民間團體教改的推力，教育部於2000年公布九年一貫暫行綱要，並於2003

年底，公布數學領域正式綱要（鍾靜，2005）。此九年一貫的課綱，將幾何列

為數學五大核心主題之一，而且幾何教材內容與教學觀點與1993版課程標準相

似，此外，並列舉各階段學生的能力指標（教育部，2003）。

相較於過去的小學數學課程標準，幾何教材與能力指標明示在九年一
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貫課綱，誠顯示此主題課程的被重視與其地位的確定。根據莊月嬌與張英傑

（2005）針對九十三學年度教育部審定合格之四家教科書版本――康軒、南

一、牛頓與翰林版本作分析，當前根據九年一貫課綱發展的小學幾何課程，在

「形體性質之探究並應用其性質解題」與「形體組成要素之辨識、發現與應

用」約佔有將近30%以上的份量，而且至少有40%以上的教材內容取自生活情

境，顯示當前幾何課程所強調的幾何概念，符合Van Hiele對小學階段幾何教材

設計的建議―視覺辨識與分析是小學兒童幾何發展的重要階段。而且，李豪文

（2008）針對九十四、九十五、九十六學年度教育部審定合格的四個版本――

康軒、南一、國家教育研究院籌備處與翰林版本的一－三年級數學教科書，

分析其幾何教材組織，及其與九年一貫課綱的幾何主題符合性的程度，研究

指出：教科書的幾何教學活動與內容設計，依循Piaget的幾何認知理論及Van 

Hiele的幾何思考層次發展理論，提供系列性的結構，幾何內容隨著年級的遞

增，多統整實作與測量，活動內容也與學生經驗關連。據此研究，依九年一貫

數學課程綱領發展的小學幾何課程，誠強調以學生為學習主體、生活經驗為重

心，此與課程與教學理念與美國NCTM的幾何課程規準（NCTM, 2000）相呼

應。

相對地，深究當前的九年一貫課程綱領內涵，其論述乃倉促成軍，缺乏

實證研究支持，產生諸多理解歧異與解讀紛爭（張芬芬、陳麗華、楊國揚，

2009），而且，根據九年一貫課綱發展的幾何課程與教學，猶存有值得檢視之

批判如下：

第一，相較於1993年版偏重理解與認知發展的數學課程，九年一貫數學課

程領域偏重計算能力（鐘靜，2005），雖然幾何形體的特質辨識在教材中占有

高比例，但是在教學實務，是否流於幾何形體性質的記憶，培養兒童對圖形與

空間具知覺性、操作性、構圖性、論述性的了解，掌握空間基本性質與幾何形

體論證能力等目標（教育部，2001），是否真正落實，值得後續研究檢視。

第二，當前審定版教科書之幾何教材，空間方位與空間視覺化的概念所

占百分比皆低於10%，而且內容偏重方位教材或柱體與錐體的視圖、透視圖，

以及製作展開圖（莊月嬌、張英傑，2005）。此減少空間概念的現象，異於美

國NCTM的幾何學習目標。在各國益加重視幾何教學的情勢下，九年一貫的幾

何課程減少空間概念的現象，是否影響兒童的空間視覺能力，需要進行實證研

究。

第三，九年一貫的幾何課程與教學建議，多所參考數學教育學者與國外幾
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何課程理論與文獻（李豪文，2008；張英傑、陳創義，2003），國內有關幾何

教材的研究仍相當少（台灣省國民學校教師研習會，1995），缺乏我國學童幾

何思考的實證研究支持，而且，教師對於施行幾何課程與教學的知能訓練，猶

有不足之憾（鍾靜，2003）。此問題與美國數學教育學者對全美數學教師協會

的學校數學規準文件之批判類似。

第四，九年一貫課程將小學幾何課程分成三個學習階段，也明訂能力指標

（教育部，2003）。但是，自課程施行至今，尚未針對各階段學生是否具備所

設定的能力作評量，而且，各學習階段所訂定的能力指標，是否切合課程目標

與相關的實證研究，皆須進一步檢視。美國以全美數學教師協會對四年級學生

評量學習成果，此評量對於升學考試文化盛行的台灣未必適合，但是如何設計

與使用公正客觀的評量，檢驗學生的能力養成情形，值得學者積極研究探討。

回顧近代我國的幾何課程發展，其變革乃隨著全國性的教育改革節奏變

動，每波教育改革背後的政治操控力量不容忽視。例如：台灣自1987年政治解

嚴以來，短短22年間（1987－2009年），教育部長更換了5人，此政治決策人

事更迭之影響，可見一斑（張芬芬等，2009）。由此可見，幾何課程發展承

受政治社會壓力影響，無論是變法圖強或解救危機，此股壓力在我國與美國皆

存在。然而，當政治與社會團體只關心數學教育的表象，而非實質地改善學生

的教育機會（Westbery, 2003），或課程與教學的質與量的分配（莊月嬌、張

英傑，2005），對幾何教育的品質恐非提升，反可能招致負面影響（周祝瑛，

2003；張芬芬等，2009）。

統整我國與美國於1950年以後小學幾何課程的地位、教材之重要內容、兩

國幾何課程發展趨向之比較，整理成表一所示。從附錄表1的兩國幾何課程內涵

與比較，可見我國與美國的小學幾何課程的發展，其皆是從被忽視、附屬於測

量教材，進而成為數學課程的主題領域。就幾何課程設計與教學理念而言，兩

國皆重視兒童的幾何思考發展，強調教學活動需與學生的生活經驗相關連。兩

國的小學幾何課程發展，最顯著的差異在於：美國將幾何課程改革，視如解決

國家危機的一種解藥（Fey & Graeber, 2003），進而採取更積極的改革行動，

例如：增加幾何課程的份量（莊月嬌，2005），提供在職教師的幾何教學知能

訓練，以及以全國性的教育評量，檢視課程與教學的成效。雖然我國的國情異

於美國，但是細究1993年版的課程標準與2003年的九年一貫課程，幾何教材

的份量卻呈減少的現象。產生此差異的原因，可能由於我國學生歷年來在國際

性的數學評量，皆有優異的成就表現，因此，幾何課程與教學非數學課程改革
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的焦點。但是，細究我國學生在國際測驗上的解題表現，學生們在幾何概念與

測量問題的解題表現，相較於其他領域問題的解題表現，其分數常為最低落者

（林碧珍、蔡文煥，2003；Mullis, Martin, & Foy, 2008），而且學生對圖形的

定義記憶清楚，可是對圖形彼此間的關係卻不清楚（台灣省國民學校教師研習

會，1995）。此現象亦提醒，我國的幾何教育不應僅滿足於當前的學生成就表

現，幾何課程與教學尚須根據實證研究，加強質與量的課程設計。

除此以外，近年來美國為強化其國民數理科學知能，在課程改革的推動

下，幾何課程日益受重視，教材份量遞增，並鼓勵落實以發展兒童幾何思考為

基礎的教學。由此可見，幾何概念與空間推理能力，誠為培養數理科學知能的

要素。為提升我國國民教育階段之幾何教育品質，小學幾何教材之份量比例、

內容及教學取向，當與美國並駕齊驅，並進一步強化教師的幾何教學專業知識

與能力。

伍、結論與對幾何課程與教學的建議

課程改革首重回顧過去的發展軌跡、檢視現在的設計與施行問題，方能規

劃與展望未來的課程。從研閱文獻，可發現幾何教育的目標，在我國與美國皆

因國家社會之發展所需，以及學術研究對社會文化價質的轉變，其課程與教學

亦幾經修訂。雖然政治與社會深刻影響數學教育改革，但是數學、心理與教育

研究者所提供的實證研究成果與理論訊息，卻是政治與社會團體據以辯證討論

的參考依據。我國與美國從1920年迄今的數學教育改革，深受數學、心理與教

育學者之研究與教育思潮影響，此顯示研究者對於社會進步與教育革新的責任

與影響力。雖然政治與社會團體未必通盤瞭解教育實質問題，也常以通泛性與

口號式的語言喚起注意力，卻常造成各說各話的爭議，例如：培養學生「帶著

走」的能力（教育部，2003），在幾何課程與教學，意指哪些能力；幾何主題

的「能力指標」與「基本能力」之間如何精確區分等等議題，皆是有待研究結

果再予確定。縱然如此，學者根據實證研究所提供的明確、精細的資料訊息，

卻可以澄清政治與社會團體的認知之重要來源。因此，數學、心理與教育學者

需以長期、有系統的研究，提供精確的研究成果與建議，以助益政治與社會團

體確實瞭解教育實況問題，發展有效改善的政策。

此外，針對增進學生幾何思考能力，幾何課程與教學當需努力的方向包含
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以下三點：第一，幾何課程是數學課程重要的領域，課程的發展與設計原則，

首需含括充分的幾何知識，例如：幾何形體的性質、物理空間、視覺、空間關

係及理論分析與證明，次則課程設計需植基於兒童的心智發展與實證研究，所

發展的教學方案方能確實幫助學生學習。第二，數學、心理與教育學者需投入

有系統的幾何課程研究，一方面擴展其專業領域視野，並根據實證研究結果，

修訂當前的課程綱領不適當之處，此也是解決課程綱領缺乏實證支持之弊的法

門。而且，學者們當根據實證研究，確實將課程綱要與規準的各種理念、能力

指標，釋義其內涵，並轉化成導向學生建構幾何認知的具體可行之策略，並發

展具公正客觀的幾何教育評量工具。第三，教師是課程的執行者，幾何課程

能否有效地施行於數學課室，教師的幾何知識與幾何教學能力乃為影響關鍵

（Swafford, Jones, & Thornton，1997）。因此，加強師資幾何課程與教學的知

能訓練，以及數學教育學者、課程與教科書設計者與教學實務工作者的多元對

談，讓透過在職訓連與多元溝通，幾何教育理論得以落實於課室教學，是為當

務之急。 
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  附錄

表1　我國與美國幾何課程於不同時期的地位、影響課程來源及發展趨向比較表

年代

美國 我國

發展趨向比較影響課程
來源

課程地位
影響課程
來源

課程地位

1950
以前

社會實用
思潮。

附屬於測量
問題。

1 9 4 8 年
以 前 之 小
學 課 程 標
準。

附屬測量問題。 幾何皆被忽視。

1950
∣

1970

數學研究
小 組 課
程。

1. 基礎幾何
概念、幾
何語言與
探索的直
覺經驗受
重視。

2. 幾何與測
量連結。

1 9 4 8年、
1 9 6 2年及
1 9 6 8 年
之 小 學 數
學 課 程 標
準。

1. 形的主題未被
明列於課程標
準，乃融入測
量問題。

2. 形的分量低且
偏 重 平 面 圖
形。

形的概念已在美
國小學課程被重
視；在我國則尚
未重視。

1970
∣

1980

返回基本
運動。

幾何為十大
基本數學技
巧之一，但
其地位較數
學研究小組
課程時期被
淡化

1 9 7 5年之
小 學 課 程
標準。

1. 圖形與空間明
列 於 課 程 標
準。

2. 數概念仍為課
程重心，形的
分 量 比 例 仍
低。

幾何皆被列為學
校 數 學 主 題 之
一。

1980
∣

迄今

全美數學
教師協會
的學校數
學規準。

1. 幾何為學
校數學五
大主題之
一。

2. 幾何教材
內容：探
討空間物
件、幾何
關係、變
換、幾何
公理，以
及 空 間
感。

1. 1 9 9 3
年 小 學
課 程 標
準。

2. 2 0 0 0 年
九 年 一
貫 課 程
綱要。

1. 幾 何 教 材 在
1993年課程標
準版之教科書
呈分量減少之
現象。

2. 幾何與能力指
標明示在九年
一貫課綱。

3. 幾 何 教 材 內
容：探討形體
外觀之辨識、
二維與三維形
體的建置與轉
換、形體之構
成要素及其關
係、形體性質
之探究及應用
推理解題，以
及空間方位。

1. 相較於美國課
程，我國課程
的空間概念不
足。

2. 兩國的課程規
準或綱要之目
標 或 能 力 指
標，皆須進一
步實證研究的
支持。
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