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序 

政府為回應立法院與民意的需求，於民國 92年起責成本院組

成委員會編撰九年一貫數學領域國中、小部編本教科書，經審定

後上市供書，以平抑教科書價格，同時引領民間出版商改善教科

書的品質。部編本教科書在完成教材示範編撰與制衡教科書市場

之階段性任務後，轉型發展教材原型，本書即為教材原型的研發

成果之一。 

本書分為中學與小學，中學部分配合國中以上之數學教師的

數學專業素養，編輯延伸性與原創性的題材，包含未來與國民教

育第十年數學銜接息息相關的重要內容，提供教師編選相關教材

之用，或提供教科書編輯者及民間出版業研發教師手冊及相關教

材。小學部分：配合教師需求，著重於國小階段之數、計算、量

與實測、幾何等相關教材教法。本套教材編撰之目的，在於能引

發教師教學之共鳴，進而沿用於教學，故於其取材方向及內容，

依中、小學之特性而有些許差異。 

本書係由課程及教學研究中心數學教材原型研發編輯委員會

陳昭地教授、鍾靜教授、謝堅教授、張東輝教授、曹博盛教授、

黃幸美教授、陳彥廷教授、周筱亭研究員、李政豐教師、蘇進發

教師、傅淑婷教師、李政憲教師、丁斌悅教師、莊國彰教師、      

魏慶雲教師、房昔梅教師、詹婉華教師、吳欣悅教師、胡蕙芬教

師等，前後共計三年的辛勤投入，內容極具意義與參考價值，對

落實數學教育，應該頗有助益。茲值付梓之前，特為之序，並致

最高謝意。 

 

國家教育研究院課程及教學研究中心主任 

范信賢  謹識 

2013年 12 月 
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主主主主題題題題 3333－－－－1111：：：：全等全等全等全等三角三角三角三角形形形形  

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生         撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：傅淑婷  

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                     陳昭地 

(一) 知道三角形全等的意義。   

(二) 能利用直尺和圓規作已知線段。   

(三) 能利用直尺和圓規作已知角。 

 (四) 能利用直尺和圓規作已知線段的垂直線。 

(五) 知道基本的放大縮小相似概念。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 能利用尺規作圖驗證三角形的 SSS、SAS、ASA、    

AAS、RHS 全等性質。 

(二) 能知道 AAA 和 SSA 條件不一定構成全等三角形。 

(三) 能利用直尺和圓規作已知線段的中點。 

(四) 能利用直尺和圓規作已知角的平分線。 

(五) 能尋找圖形中的全等三角形。  

(六) 能利用三角形的全等性質作幾何推理。  

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

在幾何推理中，常利用全等三角形性質以推論出對應邊相

等、對應角相等。本單元先利用尺規作圖帶領學生以實作代替證
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明，驗證在 SSS、SAS、ASA、AAS、RHS 條件下，只能畫出全

等的三角形，說明存在這些全等三角形性質。同時對於不存在

AA、SSA 全等，也以畫出不全等的三角形反駁。接著實際運用這

些全等的性質，尺規作圖出已知線段的中點和已知角的平分線。

同時考慮初學者對於如何在複雜圖形中尋找全等三角形有困難，

所以本單元利用動態幾何概念，只要移動或旋轉可以疊合在一起

的三角形，就是全等三角形。教師可以先引導學生大膽的猜測出

全等三角形，再以全等三角形的條件推理驗證。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：同學都知道所謂全等三角形，是指三個對應邊相等且三

個對應角都相等的三角形。但是在實際運用上，我們可

以不要每次都檢驗三個對應邊、三個對應角六個條件

嗎？可以省略某些步驟而三角形仍然全等嗎？下面步驟

請大家分別尺規作圖，並且探討大家畫出的三角形一樣

嗎？都是全等三角形嗎？ 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：請畫出邊長為 3 公分、4 公分、5 公分的三角形。 

5cm5cm5cm5cm

4cm4cm4cm4cm

3cm3cm3cm3cm
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欣賞一下左右同學畫出來的三角形，大家畫的形狀一樣嗎？量一量

你所畫出來的三角形三個內角的度數。三內角的度數取整數度數大

約是多少？大家畫的是不是全等三角形？想想看給定三角形的三個

邊，以大家的作圖方法，不考慮人為的誤差，是否就能確定圍出的

三個角都對應相等，這就是三角形 SSS 全等性質。 

SSSSSSSSSSSS 作圖如下作圖如下作圖如下作圖如下：：：： 

                 
5cm5cm5cm5cm

4cm4cm4cm4cm3cm3cm3cm3cm

 

三內角的度數取整數值大約為 37∘、53∘、90∘ 

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：請畫出三內角為 30∘、60∘、90∘的三角形。 

90909090°°°°30303030°°°° 60606060°°°°

 

說說看這次作圖中你有甚麼發現？符合 AAA 的條件，大家畫

出的三角形是否全等？想想看畫出來的三角形是不是我們常見的三

角板中的一種？ 
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AAA 作圖如下作圖如下作圖如下作圖如下：：：：如下圖中，可以任意作出三種符合 AAA 條件，三

邊長卻大小不一樣的三角形。 

90909090°°°°
90909090°°°° 90909090°°°°

60606060°°°°60606060°°°°

60606060°°°°

30303030°°°°30303030°°°°
30303030°°°°

 

步驟步驟步驟步驟 3333：：：：步驟 2 中同學可以發現三角形只要二個對應角相等，利用

三角形內角和等於 180∘就可以知道第三個對應角也相

等。但是 AAA 並不構成全等的條件，大家在畫圖過程中，

每個人對邊長的選擇長度不一樣，所以畫出的其實是放大

縮小的相似三角形。如果在 AA 條件下，再加上一個對應

邊(S)相等，則迫使放大縮小成同樣大小，這就是三角形

AAS 或 ASA 全等。下面二種情況請大家作圖體驗看看：

已知 30∘、60∘、6 公分 

6cm6cm6cm6cm

30303030°°°° 60606060°°°°

 

 



全等三角形 
 

217 

 

(1) 請畫出二內角為 30∘、60∘，夾邊為 6 公分的三角形。 

（作圖提示：判斷出題目所給的條件是 ASA， 

所以先畫 6 公分為夾邊，兩端再作 30∘和 60∘） 

ASA 作圖如下作圖如下作圖如下作圖如下：：：： 

30303030°°°°60606060°°°°

6cm6cm6cm6cm
 

(2) 請畫出二內角為 30∘、60∘，且 60∘的對邊為 6 公分的

三角形。（作圖提示：判斷出題目所給的條件是 AAS，先

畫出第三個對應角是180 30 60° − ° − °，再以 ASA 方式作

圖。） 

AAS 作圖如下作圖如下作圖如下作圖如下：：：： 

30303030°°°°

6cm6cm6cm6cm

60606060°°°° 30303030°°°°

 

看左右同學是否畫出同樣的三角形，想想看是不是加上一個

對應邊（6 公分）的條件，就可以畫出全等的三角形。如（1）

給的條件是 ASA 全等，而（2）給的條件則是 AAS 全等。 
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步驟步驟步驟步驟 4444：：：：請畫出邊長為 3 公分、6 公分，夾角為 60∘的三角形。 

3cm3cm3cm3cm

6cm6cm6cm6cm 60606060°°°°

 

欣賞一下左右同學畫出來的三角形，大家畫的形狀一樣嗎？量

一量你所畫出來的三角形三個內角的度數。三內角的度數取整數度

數大約是多少？3 公分、6 公分以外的第三邊長度是多少？大家畫的

是不是全等三角形？想想看以大家的作圖方法，不考慮人為的誤

差，是否畫出的三角形都全等？這就是三角形 SAS 全等性質。 

SAS 作圖如下作圖如下作圖如下作圖如下：：：： 

3cm3cm3cm3cm

6cm6cm6cm6cm

60606060°°°°

 

步驟步驟步驟步驟 5555：：：：步驟 4 中，已知三角形的二個邊之後，如果給定的角不是

這二個邊的夾角，也就是我們想要來探討 SSA 是否構成

全等？ 

(1) 畫出邊長為 4 公分、6 公分且 4 公分的對角為 30°的三角

形。 
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4cm4cm4cm4cm

30303030°°°°

6cm6cm6cm6cm

 

（作圖提示：先畫出∠A=30°，因為要求 4 公分的對角為 30°， 

所以在 30∘的一邊上取 BA = 6 公分。） 

SSA 作圖如下作圖如下作圖如下作圖如下：：：： 

6cm6cm6cm6cm30303030°°°°

B

A

 

（作圖提示：要作出 30∘的對邊 4 公分，所以以 B 為圓心， 

4 公分為半徑畫弧，得到兩個交點 C 和 C '。） 

4cm4cm4cm4cm
4cm4cm4cm4cm 30303030°°°°

6cm6cm6cm6cm30303030°°°°

6cm6cm6cm6cm

C'

B

C

B

A A

符合 SSA 條件可以畫出△ABC 和△ABC '二個三角形，所以

SSA 不一定畫出全等的三角形。 
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6cm6cm6cm6cm30303030°°°°

2cm2cm2cm2cm

B

A

(2) 上題 SSA 作圖中，如將 4 公分改成 3 公分時，以 B 為圓

心，3 公分為半徑畫弧，剛好得到一個交點 C。 

3cm3cm3cm3cm30303030°°°°

6cm6cm6cm6cm

C

B

A

 

觀察此時∠C=90∘，這種狀況只畫出一個三角形，我們

特別稱為 RHS 全等，R 指的是直角(right angle)，H、S 指斜

邊(hypotenuse)和一個股。所以 SSA 的條件下，當角度是直角

時可以確定三角形全等。 

(3) 上題 SSA 作圖中，如將 4 公分改成 2 公分時，以 B 為圓

心，2 公分為半徑畫弧，則無法得到交點，這應該是錯誤

的條件，無法畫出三角形。 

  

  

 

(4) 上題 SSA 作圖中，如將 4 公分改成 7 公分時，以 B 為圓

心，7 公分為半徑畫弧，雖然得到兩個交點 C 和 C '  ，但

是只有△ABC 合乎題意，另一個△ABC '中∠C 'AB=150°

是不合乎題意的三角形。 
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7cm7cm7cm7cm 7cm7cm7cm7cm30303030°°°°

6cm6cm6cm6cm

C' C

B

A

綜合以上所有 SSA 的條件，因為角度和邊長的不同，有

時候畫出二個三角形、有時畫出一個三角形。所以沒有

三角形 SSA 全等性質。 

(5) 想一想 SSA 作圖的狀況，我們通常建議先作已知條件 

∠A=30°，再作∠A 的鄰邊 6 公分，接著要作∠A 的對邊

時，對邊的長度 a 公分會決定畫出的三角形個數： 

歸納以下結論，以∠A=30∘，∠A 的鄰邊 6 公分， 

○1 當 a < 3 時，作出    個三角形。 

○2 當 a = 3 時，作出    個三角形。 

○3 當 3 < a < 6 時，作出    個三角形。 

○4 當 a > 6 時，作出    個三角形。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：    

(1) 如下圖，已知 AB，，，，分分分分別以 A、B 兩點為圓心，大於 AB
2

1
的

相同長度為半徑畫兩弧，兩弧相交於 C、D 兩點。連接CD，

可以說說看CD是 AB 的垂直平分線嗎？ 

1111 22223333 4444
M

D

C

A B

 

(2) 如下圖，已知∠P，，，，以 P 為圓心，適當長為半徑畫弧，此弧

與∠P 的兩邊交於 Q、R 兩點。分分分分別以 Q、R 兩點為圓心，

大於 QR
2

1
的相同長度為半徑畫兩弧，兩弧相交於 S 點。連

接 PS ，可以說說看 PS 是∠P 的角平分線嗎？ 

55556666
RP

Q

S

 

 

 



全等三角形 
 

223 

 

活動活動活動活動二二二二：：：：有人說幾何學之美麗，是發現，不是發明。那些隱藏在

圖形中的美麗特性，等著你慧眼獨具的去觀察與發現，

接著我們就利用全等三角形性質來尋找圖形中相等的

對應邊或對應角。譬如下左圖：畫一個等腰△ABC，並

在兩腰上作正方形 ABDE 和正方形 ACFG，連接 GB 和

CE ，觀察 GB 和CE 是否等長？ GB 和CE 是否互相垂

直？又譬如下右圖：△ABC 是不規則的三角形，相同作

法，觀察 GB 和CE 是否等長？ GB 和CE 是否互相垂

直？ 

E

D
F

G
E

D

F

G

C

A

BC

A

B
 

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：請說明左圖中△ABG 和△AEC 是否全等？ GB 和CE

 
是否等長， GB 和CE 是否互相垂直？請說明理由。 

步驟步驟步驟步驟 7777：：：：請說明右圖中△ABG 和△AEC 是否全等？ GB 和CE

 
是否等長， GB 和CE 是否互相垂直？請說明理由。 

步驟步驟步驟步驟 8888：：：：想一想上面二個圖形中△ABG 轉動一下，可以和△AEC

完全疊合在一起嗎？你覺得轉動幾度呢？ 
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活動活動活動活動三三三三：：：：上一個活動中，你可以看出來即使先畫的△ABC 不等腰，

兩個圖形在不規則中仍有相同的規律，下面的活動我們

就只探討不規則△ABC 的情形。如果上一個活動中，我

們改成連接 EG ，你發現什麼特別的性質？ 

E

D

F

G

B

A

C
 

步步步步驟驟驟驟 9999：：：：請說明上圖中△ABC 和△AEG 是否全等？ 

∠BAC 和∠EAG 有甚麼特別關係？ 

步驟步驟步驟步驟 10101010：：：：將上面圖形中△ABC逆時針轉動 90∘，(如下右圖)讓 AC 疊

合到 AG 邊上， BA 轉到 BA ′，△ABC 和△AEG併排在一

起。你有甚麼發現呢？ 

E

D

F

G

B'

E

D

F

G(C')

C

A

BB

A

C
 

步驟步驟步驟步驟 11111111：：：：如果不轉動△ABC ，可以直接探討△ABC 和△AEG 的面

積相等嗎？ 
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N

M

E

D

F

G

C

A

B

IH

E

D

F

G

B

A

C
 

因為三角形面積=(底×高)÷2， 

所以可以找到△ABC 和△AEG 有等長的底， 

例如底 AEA =B ， 

接著如上圖畫出 BA 邊上的高CH ， AE 邊上的高GI ， 

你能說出兩個高相等的理由嗎？ 

可以推論出△ABC 和△AEG 的面積相等。 

 

活動活動活動活動四四四四：：：：在活動二的圖中，畫出△ABC 的中線 AM ，並延長 2倍

中線使 AMAN 2= ，連接 BN ，你發現什麼特別的性質？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

步驟步驟步驟步驟 12121212：：：：上圖中你有看出全等的三角形嗎？說說看△AMC 和 

△NMB 是否全等？你利用甚麼全等性質？ 



第三章 三角形 

226 

 

步驟步驟步驟步驟 13131313：：：：還有別的全等的三角形嗎？說說看△ABN 和△AEG 是否

全等？下圖可以看出△AEG 移動到△ABN 的過程，你也

可以利用三角形的全等性質說明理由。 

N

M

E

D

F

G

C

A

B

N

M
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F

G

B

A

C

  

 

    N

M

E

D

F

G

B

A

C

N

M

E

D

F

G

C

A

B

 

 

步驟步驟步驟步驟 14141414：：：：延長△ABC 的中線 AM ，和 EG 相交於 H 點，想想看 AH

是△AEG 中的高、中線或角平分線？你的理由是甚麼？ 
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教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

活動一： 

步驟 5：(5) 分別作出 0、1、2、1個三角形。 

隨堂練習 1： 

(1) 如右圖， 

∵ AC BC= ， AD BD= ，CD CD=

 
∴△ACD ≅△BCD(SSS 全等)。 

∴∠1 =∠2 

∵∠1 =∠2， AC BC= ，CM CM=

 
∴△ACM ≅△BCM(SAS 全等)。 

∴ AM BM= ，∠3 =∠4=90∘ 

可以知道CD是 AB 的垂直平分線。 

(2) 如右圖， 

∵ PQ PR= ，QS RS= ， PS PS=

 

55556666
RP

Q

S

1111 22223333 4444
M

D

C

A B
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∴△PQS ≅△PRS(SSS 全等)。 

∴∠5 =∠6 

可以知道 PS 是∠P 的角平分線。 

活動二： 

步驟 6、7：二個圖的理由都相同。 

∵ ABAE = ， AGAC = ， 

∠EAC =∠BAC+90∘=∠BAG 

∴△EAC ≅△BAG(SAS 全等) 

∴ BGCE = ，∠1 =∠2
 

△APE 和△BPH 中 

∵∠1 =∠2，∠3 =∠4
 

∴∠6 =∠5 =90∘ 

得知CE 和 BG互相垂直且

等長。
 

步驟 8：△ABG順時針轉動 90 度，可以和△AEC完全疊合在一起。
 

步驟 9：△ABC 和△AEG 不全等。∠BAC+∠EAG = 180∘  

步驟 10：△ABC 和△AEG併排在一起 

E、A、 B’在同一直線上， 

BA 轉到 BA ′，
 

'ABAE =

 
△AEG 和△AB’G 等底同高， 

E

D

F

G

B

A

C

2

1

3666655554444
H

P Q

E
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C

A

B
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C
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3333 22221111
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H

E
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C

55554444 33332222 1111H
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M
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H
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E

D

F

G

B

A

C

所以面積相等。 

步驟 11：∵∠1+∠2 =∠2+∠3=90    

∴∠1=∠3 

又∵∠AIG =∠AHC=90∘ 

ACAG =  

∴△AIG ≅△AHC(AAS 全等) 

可以說明二個三角形的高 CHGI =  

步驟 12：∵ MNAM = ， BMCM = ， 

∠AMC =∠NMB 

∴△AMC ≅△NMB (SAS 全等) 

步驟 13：∵∠1=∠2， 

∠BAC+∠EAG = 180∘ 

∴∴∴∴∠EAG =180°－－－－(∠1+∠3) 

         =180°－－－－(∠2+∠3) =∠ABN 

∵∠EAG =∠ABN， ABAE = ， BNACAG ==  

∴△EAG ≅△ABN (SAS 全等)。 

步驟 14：∵△EAG ≅△ABN  

∴∠3=∠4 

∴∠4 +∠5 =∠3 +∠5 =90∘ 

所以 AHEG ⊥ ， AH 是△AEG 的高。  
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七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.畫一個△ABC，在 AB 和 AC 邊上作正△ABD 和正△ACE，連

接 EB 和CD，觀察 EB 和CD是否等長？ EB 和CD的夾角 

∠DPB 是幾度？ 

P

D

E

C

A

B
 

2.畫一個△ABC，在 AB 和 AC 邊上作正五邊形 ABDEF 和正五

邊形 ACGHI，連接 IB 和CF，觀察 IB 和CF 是否等長？ IB

和CF 的夾角∠FPB 是幾度？ 

P

G

H

I

F

E

D
B

A

C
 

3.參考下圖，已知△ABC 的三邊長分別為 4、5、6，在 AB、AC

和 BC 邊上分別作正方形，並連接成六邊形 DEFGHI，計算

六邊形 DEFGHI 的面積？ 



全等三角形 
 

231 

 

6

5 4

D

E

H

I

F G

B

A

C

 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1.可以說明△DAC ≅△BAE(SAS 全等)， 

 

EB 和CD等長。 EB 和CD的夾角∠DPB=60∘ 

2.可以說明△FAC ≅△BAI(SAS 全等)， 

 

IB 和CF 等長。 IB 和CF 的夾角∠FPB=108∘ 

3.∵△ABC=△ADI=△BEF=△CGH=
4

715
 

 ∴六邊形 DEFGHI 的面積= 71577 +

 
 

八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項：：：： 

1.教學活動時間建議如下：第一節課，活動一利用尺規作圖體

會三角形的全等，所以活動進行時，最好等待學生實際完成

作圖，並互相比較畫出的三角形是否全等？希望學生從操作

中分辨甚麼條件一定畫出全等的三角形，甚麼條件則不一定

畫出全等三角形。教學動機與作圖說明：約 5 分鐘，步驟 1：
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約 5 分鐘，步驟 2：約 5 分鐘，步驟 3：約 10 分鐘，步驟 4：

約 5 分鐘，步驟 5：約 10 分鐘，隨堂練習 1：約 5 分鐘。（若

時間不足，可留作課後作業）。第二節課，教師在帶領學生尋

找全等三角形時，首要任務就是觀察。當學生有任何小小發

現時，都以言辭鼓勵並培養發表的氣氛，畢竟數學家眼光就

是要能發現平常人所沒有注意的細節或特性。接著再以幾何

推理的步驟一一尋求等邊或等角的條件，利用全等三角形性

質來解說觀察的結果。活動二：約 10 分鐘，活動三：約 15

分鐘，活動四：約 20 分鐘。 

2.本單元所舉例的全等三角形圖形，在旋轉或平移後會疊合在

一起，教師可下載附錄的 GSP 上課檔案，在課堂上以電腦動

態呈現，讓學生更容易看出相等的對應角與對應邊。之後再

要求學生寫出全等三角形的性質解說。 

3.在各活動間教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

4.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.歸納 SSA 作圖的狀況，已知條件∠A，∠A 的鄰邊長 b 公分，

∠A 的對邊長 a 公分，畫出的三角形個數有以下結論： 
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(1) 當 a < bsinA 時，作出 0 個三角形。 

(2) 當 a = bsinA 時，作出 1 個三角形。 

(3) 當 bsinA < a < b 時，作出 2 個三角形。 

(4) 當 a > b 時，作出 1 個三角形。 

2.利用三角形的全等可以解說畢氏定理。在幾何原本第一卷命題 

47 中記載著歐幾里得(B.C.300 年) 解說畢氏定理的方法： 

下圖中，欲說明∠Ａ＝90∘時，
222

BCACAB =+

 
只需證明正方形 ABDE +正方形 ACFG＝正方形 BCIH 面積。 

 

 

左圖中： 

1. 過 A 作輔助線 BHAK // 。 

2. △DAB＝△DBC 

(同底等高等面積變換) 
 

 

3. △DBC＝△ABH 

(二△全等，所以面積相等) 
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4. △ABH＝△BHJ 

(同底等高等面積變換) 
 

 

5. 由以上 2.～4.知 

△DAB＝△BHJ 

∴正方形 ABDE＝長方形 BHKJ 

同理正方形 ACFG＝長方形 CIKJ 

 

結論： 

正方形 ABDE +正方形 ACFG 

＝正方形 BCIH 面積 
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主題主題主題主題 3333－－－－2222：：：：相似三角形相似三角形相似三角形相似三角形        

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生         撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：傅淑婷  

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                     陳昭地 

(一) 知道基本的放大縮小相似概念。   

(二) 知道三角形的 SSS、SAS 全等性質。 

(三) 知道三角形中兩邊之和大於第三邊。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 能利用三角網格圖來解說三角形的 AA、SSS、SAS 相似

性質。 

(二) 能利用三角形的 AA、SSS、SAS 相似性質，判斷三角形

是否相似。 

(三) 在日常生活中，能利用相似形概念作測量。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

學生瞭解三角形的全等概念後，本單元主要是介紹基本的三

角形相似概念。活動一複習小學學過的放大、縮小圖概念，活動

二利用三角形網格圖來說明三角形的 AA、SSS、SAS 相似性質。

活動三將三角形的相似性質應用於一些日常的測量或幾何圖形

中。對於相似三角形更深入的應用，可繼續研讀本冊單元主題：

3-6 正五邊形與黃金三角形、3-7 直角三角形母子相似定理與海龍

公式。 
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六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：我們在小學學過如何作出已知圖形的放大圖或縮小圖。

有兩種最簡單可行的方法，一是直接放到影印機下面，

選取放大或縮小倍率，再複雜的圖形都可以作出形狀相

同的放大縮小圖。但是若不藉助機器，我們可以選擇以

方格紙，改變方格的單位長，利用描點畫出一些簡易圖

形的放大圖或縮小圖。 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：在下面方格中畫出左圖的 2 倍放大圖： 

           

活動二活動二活動二活動二：：：：活動一中的放大或縮小圖都是原圖形的相似圖形，不過

在國中的幾何探討時，我們特別關注相似多邊形。相似

多邊形是指兩多邊形所有對應的角度都相等，對應的邊

長都是一樣的比例。所以要檢驗兩個三角形是否相似，

我們需要檢驗三個對應角相等而且三個對應邊等比例。

這六個條件是否可以省略一些？記得在判斷三角形全等

時，可以只用 SSS、SAS、ASA、AAS、RHS 條件，那

麼三角形的相似呢？ 
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DB

E

C

A

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：先討論 AA 相似。 

觀察△ABC 和△ADE，因為三個對應角相等，所以可以

將三角形疊合，並對著三邊作出三組平行線，形成如右

圖的三角形網格，請觀察三個對應邊的比例是否相等？

由三個對應角相等可以推出三個對應邊等比例，這就是

三角形 AA 相似性質。我們用符號表示△ABC〜△ADE 

(AA 相似)  

 

 

 

 

步驟步驟步驟步驟 3：：：：觀察△ABC 和△DEF，已知三個對應角相等，所以可以

對著三邊作出三組平行線，形成如上圖的三角形網

格，請觀察三個對應邊的比例是否相等？ 

我們可以推出△ABC〜△DEF (AA 相似)？ 
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E

F

D

C

A B

步驟步驟步驟步驟 4：：：：請在下圖的三角形網格中，畫出兩個三角形，使它們的對

應角都相等，對應邊的比例都是 3：4。想一想這兩個三角

形是否相似？ 

 

再任意畫一個三角形，想想看是否只要三邊沿著網格，就

可以確定三個對應角都與前兩個三角形對應相等？ 

觀察它們的三個對應邊比例一樣嗎？是不是大家畫的各

式各樣三角形都相似？這些三角形說明了只要 AAA 條

件，則可以推出三個對應邊等比例，這就是三角形 AA 相

似性質。 

步驟步驟步驟步驟 5555：：：：接著討論 SSS 是否相似？這裡的 SSS 指的是△ABC 和 

△DEF 它們的三個對應邊都成相同比例，是否可以說明 

△ABC 和△DEF 相似？ 
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為了方便說明，假設
2

1
===

DF

AC

EF

BC

DE

AB

     

我們沿著△ABC 的三邊作出三角形網格，並且在網格

內畫出△XYZ，使得
2

1
===

XZ

AC

YZ

BC

XY

AB

         

E

F

D

Y

Z

X

BA

C

 

根據步驟 4，我們知道△ABC〜△XYZ 

因為
2

1
===

DF

AC

EF

BC

DE

AB
且

2

1
===

XZ

AC

YZ

BC

XY

AB

 

所以 XYDE = ， YZEF = ， XZDF = 。
 

利用三角形 SSS 全等性質，我們知道△DEF ≅ △XYZ。 

我們在三角形網格中，畫一個與△ABC 相似的△XYZ， 

再說明△DEF ≅ △XYZ，所以說明了△ABC 和△DEF

相似，由以上步驟我們知道 SSS 條件可以推出三角形

相似。
 

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：討論 SAS 相似。 

下圖△ABC 和△DEF 中，有兩個對應邊成相同比例，且

夾角相等。假設已知∠A=∠D，且
2

1
==

DF

AC

DE

AB
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是否可以說明△ABC 和△DEF 相似？

E

F

DBA

C

 

仿照步驟 5 的方法，沿著△ABC 的三邊作出三角形網

格，並且在網格內借用一個△XYZ， 

E

F

D

Y

Z

X C

A B
 

你可以說說看△ABC 和△DEF 相似？ 

以上步驟我們知道 SAS 條件可以推出三角形相似。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：下列各小題中，△ABC 和△ADE 是否相似？如果是，

請寫出利用哪一種相似性質。 

 (1)                  (2)                            

40404040°°°°

40404040°°°°

E

A

B C

D

   

6666 3333 44442222
E

CB

A

D
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(3)                   (4)                 

56565656°°°° 83838383°°°°
41414141°°°°

A

B

C

D

E    

11111111 44445555 A

D E

B C

 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：：：：    

(1) △ABC 的三邊長為 5、12、13，△DEF 的三邊長為 8、15、

17，則△ABC 和△DEF 是否相似？ 

(2) 下列六個三角形邊長紀錄如下： 

○1  4、7.5、8.5            ○2  15、36、39 

○3  10、24、26            ○4  1.25、3、3.25 

○5  1、2.4、2.6            ○6  88、165、187 

哪些與上題中△ABC 相似？              (請填代號)  

哪些與上題中△DEF 相似？              (請填代號) 

 

活動三活動三活動三活動三：：：：瞭解三角形有 AA 相似、SSS 相似、SAS 相似性質之後，

日常生活中有很多的測量問題可以應用。例如下圖：想

要測量一棵大樹的高度，雖然不方便直接爬到樹的頂端

去量，卻很容易量到樹的影子長 15 公尺。如果我在旁邊

立了一根 1 公尺的竹竿，發現竹竿的影子長 1.2 公尺。  
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1m1m1m1m

15m15m15m15m1.2m1.2m1.2m1.2m

 

 

 

(1) 想想看上面兩個直角三角形相似嗎？為什麼？ 

(2) 可以利用相似三角形對應邊等比例，估算大樹的高

度是多少公尺？ 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：小美和小帥站在河岸邊 BC

����

，因為已知對面河岸邊有

二根路燈(D、E)的距離是 50 公尺，所以他們想要設

計一個辦法，可以不必渡河就能預估河的寬度。下面

是他們的設計圖：小美站在 A 點，小帥站在 B 點，

目測使 A、B、D 成一直線且垂直岸邊，測量 AB 的

距離是 5 公尺。再請小帥沿著河岸邊往前走到達 C

點，由小美目測使 A、C、E 成一直線，測量 BC 的

距離是 3 公尺，可以算出河寬 BD是多少公尺？ 

E

C

A D
B
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步驟步驟步驟步驟 7777：：：：坐標平面上有一隻螞蟻正在 P(0，12)的位置覓食，後來朝

向南偏東的方向爬行至 x軸 R(x，0)時，發現在 Q(30，28)

處有一顆糖，於是再朝 Q 方向爬行到 Q，請問此螞蟻從 P

點開始至少共須爬行多少距離始能嚐到 Q 點處的糖呢？ 

         

xxxx

yyyy

R(x,0)

P'(0,-12)

Q(30,28)

O

P(0,12)

S(30,0)T(x',0)

 

說說說說明明明明：：：：(1) 先作一草圖，如上圖所示。 

(2) 欲求出 R(x，0)之 x，使得 RQPR + 為最短，即為所求。 

(3) 先將 P 對 x軸的對稱點 P’(0， 12− )標出，連 RP'  

則 RP'PR = 。 

(4) 設 T(x '，0)為 x軸上任意點(當然可設 0 < x '< 30 ) 

連接 TP' 、PT及TQ ，則 TP'PT =

 
且 TQTP'QP' +≤ (三角形兩邊之和大於第三邊)

 
上式等號對任意 T 點成立，所以若取 R 為P'Q與 x軸

的交點，使得 P '、R、Q 在同一直線上，則可以保證

PR RQ P' R RQ P'T TQ PT TQ+ = + ≤ + = + ，也就是說明

RQPR + 為最短距離。 
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(5) 設 Q 到 x軸所作垂直線的垂足 S(30，0)， 

此時二個直角三角形△P 'RO〜△QRS(AA 相似) 

又由 xOR = ， xRS −= 30  

且由
SQ

RS

OP

OR
=

'
即得

28

30

12

xx −
= 可以算出 9x = ， 

而螞蟻所爬行的最短距離，利用畢氏定理得知 

[ ]

504030

)12(2830

'

22

22

=+=

−−+=

QP

 

教學教學教學教學活動活動活動活動參考解答參考解答參考解答參考解答：：：： 

活動一： 

步驟 1：在下面方格中畫出左圖的 2 倍放大圖： 

 

活動二： 

步驟 2：∵
3

1
===

DE

BC

AD

AB

AE

AC

   

∴△ABC〜△ADE 

步驟 3：∵
5

2
===

DF

AC

EF

BC

DE

AB

   

∴△ABC〜△ADE 
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步驟 4：下圖中 A 和 B 兩個相似△，對應邊的比例就是 3：4。       

其他沿著網格任意畫的圖形 C、D、E也都是相似△， 

只是對應邊的比例不一樣。 

EEEEDDDDCCCC

BBBBAAAA

 

隨堂練習 1：（1）是，AA 相似。（2）是，SAS 相似。 

（3）是，AA 相似。（4）不相似。 

隨堂練習 2：(1)不相似。(2)和△ABC 相似的有○2 ○3 ○4 5， 和△DEF

相似的有○1 ○6 。 

活動三： 

(1) 是，將太陽光線看成平行，則二直角三角形 AA 相似。 

(2) ∵
1

1.2 15
=
樹高

，∴樹高=12.5公尺。 

隨堂練習 3：∵△ABC〜△ADE(AA 相似)，∴
3 50

5 5 BD
=

+
 

算出河寬 BD =
235

3
公尺。 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.下圖中，已知 DEBC // ，說明△ABC 和△ADE 是否為相似三
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1.51.51.51.5

1.21.21.21.2 2222A

C

N

BM

D

N

M

C

A

B

3333999966664444
E

A

B C

D

角形？若 AD =4， DE =6，CE =3， BC =9， 

求 BD和 AE 的長度。 

 

 

 

2.下圖MN 是一個梯子靠在 NB垂直牆上，梯子下面有一個長方

形的儲物櫃 ABCD，長 2 公尺，高 1.5 公尺。梯子剛好靠在儲

物櫃的 D 點，量得MA的長 1.2 公尺，計算梯子可以達到的高

度 NB 是多少？ 

 

 

 

    

3.某博物館的外觀如下圖的直角△ABC，若∠A=90∘ AC =10，

AB =24，AB 的中點 M 有一圓柱 BCMN ⊥ ，說明△ABC 和△

BMN 是否為相似三角形？計算圓柱的高MN 是多少？ 
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88884444 5555 A

B C

D

4.下圖△ABC 中，已知∠BCD=∠A，說明△ABC 和△BCD 是

否為相似三角形？若 AD =5，BD =4， AC =8，求 BC 和CD的

長度。 

 

 

 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1.∵△ABC〜△ADE(AA 相似) 算出 BD =2， AE =6。 

2.∵
1.5

1.2 1.2 2

NB
=

+
，算出 NB =4。 

3.先算出直角△BAC 的斜邊長 BC =26， 

∵△BAC〜△BNM(AA 相似) ∴
10

26 12

MN
= ，算出

60

13
MN = 。 

4.∵△ABC〜△CBD (AA 相似) ∴
5 4 8

4

BC

BC CD

+
= =

 

算出 BC =6，
16

3
CD = 。 

 

八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項：：：： 

1.教學活動時間建議如下：第一節課第一節課第一節課第一節課，教學說明(含教學動機)

約 5分鐘，活動一約 5分鐘，活動二(步驟 1~4)約 15分鐘，

活動二(步驟 5~6)約 20分鐘。隨堂練習 1、2，可充作第一堂
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課後指定作業用。第二節課第二節課第二節課第二節課，檢討前一節作業並複習 AA、

SSS、SAS 相似性質，約 10分鐘。活動三(含隨堂練習 3) 約

15分鐘，步驟 7 約 15分鐘，簡單提示指定作業約 5分鐘。 

2.判斷三角形的相似，可以只用 AA 相似，也就是三個對應角

都相等。也可以只用 SSS 相似，也就是三個對應邊成等比例。

但是在四邊形以上的多邊形，上述兩者都無法成立。利用三

角形網格，可以很容易看出下圖中的幾個六邊形，六個角都

對應相等，但是對應邊卻不是等比例。 

   

DDDD
CCCC

BBBB

AAAA

 

3.在各活動間教師宜行間走動，加強瞭解學生學習情形。 

4.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.傅淑婷(2013)。全等三角形，陳昭地主編：國民中學數學教材

原型 C 冊(pp.213-235)。新北市：國家教育研究院。 
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2. Graening, J. & Nibbelink, W. H. (1975). 8-3 Similar Triangles. In 

Graening, J. & Nibbelink (Eds.), Geometry, (pp. 240-245). 

Columbus, OH：Merrill. 
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主題主題主題主題 3333－－－－3333：：：：處處多數是等腰三角形處處多數是等腰三角形處處多數是等腰三角形處處多數是等腰三角形    

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生。      撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：傅淑婷 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                                                                                                                                曹博盛    

(一) 知道銳角、直角與鈍角的意義。             陳昭地 

(二) 知道等腰三角形，正三角形及等腰直角三角形的畫法。 

(三) 知道三角形三內角之和為 180°。 

(四) 知道三角形面積為底乘以高的二分之一。 

(五) 知道等腰直角三角形三內角分別為 90°、45°、45°。 

(六) 知道兩三角形全等之 SSS、SAS、ASA、AAS 與 RHS

條件。 

(七) 知道兩三角形相似之 SSS、SAS、AA 條件。 

(八) 知道既知事實可以當作解說數學的工具。 

(九) 知道兩點之間以連接此二點的線段為最短，因此三角形

任兩邊之和大於第三邊。 

(十) 知道直角坐標平面的建立方式。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 熟悉等腰三角形之原始定義，並知等邊三角形相當於等

角三角形。 

(二) 瞭解等腰三角形兩腰上的中線等長，三邊上的三條中線

交於一點，其交點稱為重心。 
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(三) 知道等腰三角形的重心性質：重心到頂點的距離為重心

到對邊中點距離的兩倍。 

(四) 能瞭解等腰三角形被其三條中線分成六個面積相等的

小三角形。 

(五) 熟悉等腰三角形兩腰上的高等長。 

(六) 熟悉等腰三角形三邊上的中垂線交於一點。 

(七) 能熟悉等腰三角形三內角的三條平分線交於一點。 

(八) 能利用等腰三角形詮釋三角形大角對大邊，大邊對大角

以及樞紐定理。 

(九) 能知道△ABC 中，若高
a b

h h= ，則BC AC= 。 

(十) 能暫時接受△ABC 中，若中線
a b

m m= ，則BC AC= 。 

(十一) 知道△ABC 中，若角平分線
a b

t t= ，則BC AC= 。 

四四四四、、、、授課時間授課時間授課時間授課時間：：：：115 分鐘(二節半) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：：    

本單元以七個活動前後共 23 個步驟來編撰學習等腰三角形

的強烈動機及其中線、高、底角平分線的特性，以及一般三角形

的一些性質。以未來的生涯中，不論從任何角度來看，都極具重

要性的等腰三角形的應用。原則上我們不贊成看到證明的字眼出

現在國民數學教育的場所，因為「證明」雖然日常生活常被使用，

開口閉口就說「證明給我看」，但你說、我說或他說的證明的意涵
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常大不相同。在數學上的「證明」是很嚴謹的，至少要到大學專

攻數學才適宜使用這個字眼，因此我們改用「解說」甚或「說明」

來取代。「解說」按照字義直接說成解釋或說明，可以對學習十二

年國民教育的數學會有較佳的效果，至少可讓師生都能集中火力

來把問題透過計算或各種合適的方式說明清楚就可以了！這個觀

點請老師要特別留意。另外本文跟一般的傳統的幾何教材處理方

式有極大的差異，務必審慎閱讀教學注意事項，教學才能更有效

率，成果才會更顯現出來。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：：    

活動一活動一活動一活動一：：：：溫故知新(從三角形談起)： 

步驟步驟步驟步驟 1111：請老師發給每位學生 A4 紙張半頁，並告訴學生說：老師

今天上課的主題是三角形的一些問題，然後要求學生用

直尺或三角板畫出一個大小適中的三角形，接著馬上收

回。粗略地分類一下跟等腰三角形有關的正三角形、等

腰直角三角形與一般的等腰三角形所占的百分比。 

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：根據實際的調查(朱芳儀，2013)，學生畫出來是等腰三角

形至少占八成，於是就宣布實際這班所畫出三角形是等

腰三角形的比例很高！隨著向學生說出等腰三角形是我

們通常所關注的三角形。讓我們這堂課就先關注等腰三

角形的一些簡易又重要的性質吧！強烈引導學生學習等
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腰三角形有關性質的動機。 

步驟步驟步驟步驟 3333：：：：接著給等腰三角形下一個原始的定義： 

有兩邊有兩邊有兩邊有兩邊相相相相等的三角形就等的三角形就等的三角形就等的三角形就稱作等腰三角形稱作等腰三角形稱作等腰三角形稱作等腰三角形。。。。 

如圖 1所示，它是一個等腰三角形： 

其中 AC BC= ，AC 及BC 被稱作兩腰，AB為底邊，∠A 與

∠B 為其兩底角，兩腰的交點 C，∠C 被稱作頂角。 

 

 

 

    

步步步步驟驟驟驟 4444：：：：學生溫習了正式等腰三角形的定義及一些名詞術語之後，

接著如圖 1畫出等腰△ABC，並將 AB的中點標出 F，連接

C、F 兩點得CF ，並請學生將這個等腰三角形描繪後剪下

來，如圖 2：請學生細心觀察剪下來△ABC 中的CF 與    

△CFA 及△CFB，要求學生沿著CF 對摺，看看有什麼發

現。 

 

 

 

 

A 

C 

B 

圖 1 

A 

C 

圖 2 

B 
F 
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隨堂練隨堂練隨堂練隨堂練習習習習 1111：請問學生到底有什麼發現？ 

然後老師把預期發現的現象指明： 

A 點疊到 點，C、F 點不動， CAF∠ 與 CBF∠ 疊合在一塊， 

AF疊合到BF ， AFC∠ 疊合到 BFC∠ ， ACF∠ 疊合到 BCF∠ 。 

步驟步驟步驟步驟 5555：老師把剛剛的發現，以更簡要的符號與文字解說： 

(1) ACF∆ ≅ BCF∆ 。 

(2) 等腰三角形的兩底角相等。 

(3) 由 AFC BFC∠ = ∠ ，且 180AFC BFC∠ + ∠ = °， 

於是 90AFC BFC∠ = ∠ = °；因此，CF 垂直平分底邊，而且

ACF BCF∠ = ∠ ，故CF 為頂角 C∠ 的平分線。 

(4) 將(3)的發現簡稱為等腰三角形頂角的平分線垂直平分底

邊，換言之，頂角的平分線落在底邊的中垂線上。 

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：要求從另一角度，看圖 1，假設圖 1的△ABC，一開始僅

知道 A B∠ = ∠ ，而並不知道 AC BC= ，再看看剪下來圖 2

的原先操作，由 A B∠ = ∠ ，對摺之後，問學生對兩邊長 AC

與BC 的大小有什麼發現後；可以綜合出 AC BC= ，即 

△ABC 是以 AC 與BC 為兩腰的等腰三角形，於是作出如

下的結論： 

有兩內角相等的三角形有兩內角相等的三角形有兩內角相等的三角形有兩內角相等的三角形，，，，一定是等腰三角形一定是等腰三角形一定是等腰三角形一定是等腰三角形。。。。 
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步驟步驟步驟步驟 7777：：：：綜合 4~6的步驟，就可說成如下的結論： 

(一) 等腰三角形的兩底角相等。 

(二) 有兩個內角相等的三角形，就是以這兩個內角為底角的

等腰三角形。 

於是完成活動一的整個活動，不僅溫故而且知新，再請

學生進一步討論下面的活動二。 

 

活動二活動二活動二活動二：等腰三角形中線的性質 

步驟步驟步驟步驟 8888：(先對中線一詞解釋) 

一般的△ABC，如圖 3，從頂點到對邊的中點，連成的線

段，稱為中線。例如圖 3 中，A跟BC 的中點 D 的連線段

AD就是一條中線。由於 A 點的對邊BC 長可記作 a，於

是就把 AD記作
a

m ，其中 m 是英文中線 median 的縮寫，

於是△ABC 就有三條中線
a

m 、
b

m 及
c

m 。 

 

 

 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：請把△ABC 的另外兩條中線
b

m 及
c

m 畫出來。 

步驟步驟步驟步驟 9999：如果每位同學都把△ABC 的三條中線畫出來，盡量畫得

準確，細心觀察它們的相交情況。許多同學所畫的三條

A 

C 

圖 3 
B 

D 
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中線似乎都會相交於一點，這一個點稱為△ABC 的重重重重

心心心心，在數學或理化課裡是很重要的。目前解說起來比較

麻煩，就留待往後再看吧！現在就集中精力在「等腰」

的特殊情況： 

當△ABC為等腰三角形是比較容易解說，下列步驟 10~11

就是依序解說的過程！ 

步驟步驟步驟步驟 10101010：現在假設△ABC 為兩腰 AC 與BC 的等腰三角形，並作出

兩腰上的中線 AD與BE如圖 4所示。 

細心觀察它們的長度
a

AD m= ，
b

BE m= ， 

將它們的長短關係作一個簡單的比較， 

你們會發現長度幾乎相等！ 

確實它們的長度是相等的，完整的說明如下。 

   說明：
a b

m m= ，即 AD BE=  

細心觀察△ACD 與△BCE，看看它們是否全等？ 

∵ AC BC= ， C C∠ = ∠ ，
1 1

2 2
CD BC AC CE= = =  

∴△ACD △BCE (SAS 全等)， 

∴ AD BE= （對應邊相等） 

現在我們已對兩腰上的中線等長作了完整明確的解說了。 

 

圖圖圖圖4444
EEEE DDDDCCCC

BBBBAAAA
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步驟步驟步驟步驟 11111111：再進一步看圖 4，先令 AD與BE的交點為 G， 

連CG並延長CG與 AB的交點為 F， 

如圖 5。如果 F恰好是 AB的中點， 

換言之，CF 為 AB的中線， 

那麼就可完成三條中線交於一點 G 了！ 

 

為此，我們先介紹如下的輔助工具： 

輔助說明：圖 5中，CG在 AB的中垂線上。 

如圖 6所示，P 是 AB中垂線 L 上的任意一點，連PA及PB。 

得知直角△AMP 與△BMP 是全等三角形(SAS)， 

故知PA PB= 。換句話說，中垂線上的任意一點 

與線段兩端點等距離； 

反過來，跟 A、B 等距離的點 P 會在 AB的中垂線上嗎？ 

此時，不妨設 P 不是 AB的中點(否則就不必要再說明了)，   

△ABP 是以PA及PB為兩腰的等腰三角形。 

回頭看步驟步驟步驟步驟 5555，就可以知道 P 點在 AB的中垂線了！ 

再回頭看圖 5，故知頂點 C 在 AB的中垂線上；如果再能知道

G 點也在 AB的中垂線上，那麼CG就可以決定 AB的中垂線。自然

地，CG延長線與 AB的交點 F 就是 AB的中點，而CF 就是底邊 AB上

的中線。 

GGGG FFFF圖圖圖圖5555
EEEE DDDDCCCC

BBBBAAAA

PPPP

LLLL

MMMM

圖圖圖圖6666

BBBBAAAA
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輔助說明：GA GB= ，即△ABG 是底邊為 AB的等腰三角形。 

細心觀察圖 5的△ABG，看看 GAF∠ 是否跟 GBF∠ 相等？  

配合圖 4，△ACD≅△BCE 

得知 CAD CBE∠ = ∠  

再看圖 5，知 GAF CAB CAD∠ = ∠ − ∠  

而 GBF CBA CBE∠ = ∠ − ∠  

另由 CAB CBA∠ = ∠ ， 

於是 GAF GBF∠ = ∠ （等量減法公理） 

因此△ABG 為等腰三角形，GA GB= 。合併上述的說明，得

知 C、G 分別跟 AB的兩端點 A、B 等距離，故 C、G 都在 AB的      

中垂線上，於是可知道三條中線 AD、BE及CF 交於一點 G，這個

交點 G 就稱為等腰△ABC 的重心重心重心重心。 

步驟步驟步驟步驟 12121212：更進一步看重心 G 的性質。 

為此，先將等腰△ABC 坐標化： 

A(-6s,0)A(-6s,0)A(-6s,0)A(-6s,0) B(6s,0)B(6s,0)B(6s,0)B(6s,0)

C(0,6t)C(0,6t)C(0,6t)C(0,6t)

圖7(1)

FFFF FFFF

圖7(2)

C(0,6t)C(0,6t)C(0,6t)C(0,6t)

B(6s,0)B(6s,0)B(6s,0)B(6s,0)A(-6s,0)A(-6s,0)A(-6s,0)A(-6s,0)

yyyy

xxxx

yyyy

xxxx
KKKK

GGGG

LLLL D(x,y)

 

GGGG FFFF圖圖圖圖5555
EEEE DDDDCCCC

BBBBAAAA
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以底邊 AB當作 x軸，中垂線CF 當作 y軸，F 為原點， 

建立平面直角坐標系。 

AF CF⊥∵  ，且∵ AF BF=  

可以把 A 的坐標設成(6s, 0)，則 B 的坐標為(6s, 0)，s >0。 

而 C 點在 y軸的上方，其坐標可設成(0, 6t)，t >0 如圖 7(1)。 

作中線 AD交CF 於重心 G，設 D 的坐標為(x,y)，如圖 7(2)。 

過 D 分別作DK FB⊥ ，交FB於 K；DL CF⊥ ，交CF 於 L。 

∵D 為BC 的中點，且△CLD〜△CFB (AA 相似)  

∴
1

6 2

x

s
=  ，得知 3x s= 。 

同理△BDK〜△BCF (AA 相似)  

∴
1

6 2

y

t
= ，得知 3y t= 。 

求出 D 的坐標為(3 s ,3 t )。 

至於 G 的坐標可設成(0, z )， 

由△AGF〜△ADK (AA 相似) 

得知
6 2

3 9 3

z s

t s
= = ，即 2z t= 即得 G(0, 2t)； 

又由於 2GF t= ， 6 2 4GC t t t= − = ，  

故 2GC GF=  
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另由兩點距離公式 2 2
(0 ( 6 ) ) (2 0)GA s t= − − + −  

2 2 2 2
36 4 2 9s t s t= + = + ……○1  

2 2 2 2
(3 0) (3 2 ) 9GD s t t s t= − + − = + ……○2  

比較○1 、○2 再得 2GA GD=  

同理，若BE為 AC 上的中線，E 為 AC 的中點，則BE通過 G，

仍然可得 2GB GE=  

換言之，我們可知重心 G 點到各頂點的距離等於 G 點到對

邊中點的兩倍。 

再回頭看圖 5，由中線平分三角形為兩面積相等的小△， 

故△GAF=△GBF，△GBD=△GCD，△GCE=△GAE 

且在△FGA 與△GCA 中， AF 為FG邊上與CG邊上的高。 

△FGA =
1

2
GF AF× ，△GCA =

1

2
GC AF×  

由 2GC GF= ，故得△GCA = 2△FGA 

即△GCA =△GAE +△GCE =2△GAE 

於是△GCE =△GAE =△FGA 

同理△GCD =△GBD =△FGB 

又△ACF≅△BCF ∴△ACF=△BCF。 

合併得△GCE =△GAE =△FGA=
1

3
△ACF  

            = 
1

3
△BCF=△GCD =△GBD =△FGB 

     亦即三條中線分此等腰三角形為六個面積相等的小三角形。 

GGGG FFFF圖圖圖圖5555
EEEE DDDDCCCC

BBBBAAAA
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：如圖 5，試說明△AGB =△BGC =△CGA (即重心 G  

與三頂點的連線分此等腰三角形為三個面積相等的

小三角形)。 

 

綜合以上步驟 10~12，等腰三角形中線有如下四個重要性質： 

(一) 等腰三角形兩腰上的中線相等。 

(二) 等腰三角形三條中線交於重心。 

(三) 等腰三角形的重心到頂點的距離等於重心到對邊中點

距離的兩倍。 

(四) 等腰三角形的重心到三頂點的連線分此三角形成三個

面積相等的小三角形；三條中線分此三角形成六個面積

相等的更小的三角形。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4444：：：：三邊長都相等的三角形稱為等邊三角形，而等邊三角

形也是三內角都是相等(60°)的等角三角形，於是等

邊三角形又被稱為正三角形正三角形正三角形正三角形，如下左圖所示。 

60°60°

60° AAAA BBBB
CCCC DDDDEEEE FFFFGGGG

C

BA
 

 



處處多數是等腰三角形 

263 

 

試說明：正三角形 ABC 的三條中線分此正三角形為六個面積

相等的直角三角形，而且重心 G跟三頂點連接的線

段分△ABC 為三個兩兩全等的等腰三角形，如上右

圖所示。 

    

活動三活動三活動三活動三：：：：等腰三角形邊上的高之性質    

步驟步驟步驟步驟 13：(先對高這一名詞解釋)   

(1) (2) (3)

圖8

h a
h a

h a

DCD

BAA B

C

BA

C

 

一般三角形，可分類成銳角三角形，直角三角形及鈍角三角

形，如圖 8之示意圖。過頂點 A 作與BC 邊或其延長線的垂直線

(段)，垂足為 D，D 在BC 上或恰好就是 C，或在BC 的延長線上，

AD稱為BC 上的高。依此，任意三角形都有三條高(圖中每個圖僅

出現一條高 AD )。同中線一樣，BC 或其延長線的高 AD記作
a

h ，其

中 h 是英文 height 的縮寫，於是△ABC 就有三條高
a

h ，
b

h 及
c

h 。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5555：請將圖 8中每一個三角形之另外兩條高畫出來。 
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步驟步驟步驟步驟 11114444：為簡便起見，以下就針對等腰銳角三角形來探討它們的

三條高，有無類似步驟 12等腰三角形中線前兩個性質？

答案是肯定的，將依下列步驟 15、16來解說。 

步驟步驟步驟步驟 15：：：：現在假設△ABC 為兩腰是 AC 與BC 的等腰銳角三角形，

並作出兩腰上的高 AD與 ，如圖 9所示。 

仿照解說等腰三角形兩腰上的中線等長一樣： 

(法一) 在兩直角△ACD 與△BCE 中 

         ∵ 90ADC BEC∠ = ∠ = °   

           C C∠ = ∠ 、 AC BC=   

         ∴△ACD △BCE (AAS 全等) 

由上得知 AD BE=  

(法二) 我們也可由三角形面積公式來解說。 

         因為三角形的面積等於底乘以高的二分之一， 

故△ABC =
1

2
AC BE× ×  

又△ABC =
1

2
BC AD× ×  

         ∴
1 1

2 2
AC BE BC AD× × = × ×  

         AC BE BC AD× = ×  

         且由 AC BC= ，故得BE AD= ，亦即 AD BE=  

    

圖圖圖圖9999
EEEE DDDDCCCC

BBBBAAAA
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AAAA BBBB
CCCC DDDDEEEE

h a h b

隨堂隨堂隨堂隨堂練習練習練習練習 6666：：：：如右圖，設△ABC 中，若
a b

h h= ， 

則BC AC= 。亦即有兩等高的三角形  

必為等腰三角形。(提示：仿上法二的

解說方法。)再來，看一看等腰銳角

△ABC，三邊上的高是否會交於一點。 

步驟步驟步驟步驟 16161616：：：：先令 AD與BE相交於 H，如圖 10。 

連CH ，並延長CH 交 AB於 F。 

∵ △ACD △BCE (AAS 全等) 

∴ CD CE=  

又∵ AC BC= ，CD CE=  

∴ AC CE BC CD− = −  

即 AE BD=  

又在△AEH 與△BDH 中， 

∵ EAH CAD CBE DBH∠ = ∠ = ∠ = ∠ ， 

AE BD= ， 90AEH BDH∠ = ° = ∠  

∴ △AEH △BDH  (ASA 全等) 

∴ AH BH=  

如同上面步驟 11一樣，由 AC BC= ， AH BH=  

C 與 H 都在 AB的中垂線上，故CH 是 AB中垂線中的一

圖圖圖圖10101010

HHHH

FFFF

EEEE DDDD

CCCC

BBBBAAAA
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圖11
F

O

E D

BA

C

段，故CH延長交 AB於 F 的線段CF也是 AB中垂線的一

段，故知CH 為 AB邊上的高，綜合起來就可完成等腰銳

角三角形的三條高交於一點。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7777：：：：    

    (1)等腰直角三角形 ABC， 90C∠ = °，其兩腰上的高是否相等？

其三邊上的高是否交於一點？(如果是，把交點指出來。) 

    (2)等腰鈍角三角形 ABC， 90C∠ > °，其兩腰延長線上的高是

否相等？其三邊上的高是否交於一點？ 

步驟步驟步驟步驟 17171717：：：：綜合起來，我們對等腰三角形的三個高有如下的結論： 

(一) 等腰三角形兩腰上的高等長。 

(二) 有兩邊上的高是等長的三角形，一定是等腰三角形。 

(三) 等腰銳角或直角三角形，三高交於一點。 

 

活動四活動四活動四活動四：：：：等腰三角形三邊上的三條中垂線之性質 

步驟步驟步驟步驟 18181818：：：：先針對等腰三角形， AC BC= ， 

其兩腰上的中垂線如圖 11 所示。 

其中 E、D 分別為 AC 與BC 的中點， 

其交點設為 O，連CO得兩個直角△COE 與△COD， 

可利用直角三角形 RHS 全等性質得到 

△COE≅△COD (∵ CE CD= ，CO CO= ) 
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∴ EO DO= ，即二中垂線段EO與DO等長 

再連OA與OB， 

則由 AE BD= ， 90AEO BDO∠ = ∠ = °，EO DO=  

得△AEO≅△BDO  (SAS 全等) 

∴ AO BO= ，故 O 點在 AB的中垂線上， 

而 AC BC= ，C 點也在 AB的中垂線上。綜合起來CO延長

交 AB於 F 之線段FO為 AB中垂線上的一線段，故直線

FO

����

為 AB的中垂線，於是等腰三角形三邊上的中垂線交

於一點 O。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8888：：：： 

(1) 再仔細觀察圖 11中△BOC 的部分，連同OD垂直平分

BC ，試說明BO CO= 。 

(2) 假設圖 11 中的△ABC 為隨意的三角形，作 AC、BC 二邊

上的中垂線，設交於 O。試說明：若EO DO= ，則 AC BC= ，

亦即有兩條相等的中垂線段，必為等腰三角形。 

步驟步驟步驟步驟 19191919：：：：由步驟 18及其後的隨堂練習 8，我們可以得下面結論： 

(一) 等腰△ABC 中，E、D 分別為兩腰 AC 與BC 的中點，過

E 點，D 點的中垂線交點 O，則EO DO= 。 

(二) 等腰三角形，三條中垂線交於一點 O，且有OA OB OC= =

的關係。 



第三章 三角形 

268 

 

BBBBFFFF

IIII
EEEE 444433332222 1111

圖圖圖圖13131313

DDDD

CCCC

AAAA

(三) 圖 11 中，△ABC 為任意三角形，有二條中垂線段

EO DO= ，則△ABC 必為等腰三角形。 

 

活動五活動五活動五活動五：：：：等腰三角形三內角平分線的性質 

步驟步驟步驟步驟 20202020：：：：(先對內角平分線一詞解釋) 

對任意給定的△ABC，有三個內角∠A、∠B 及∠C。 

∠A 的內角平分線 AD，即指 AD平分∠A 

其中 D 在對邊BC 上，如圖 12 所示， 

 

同樣∠B、∠C 也都有一條內角平分線BE、CF ， 

故△ABC 有三條內角平分線，這三條內角平分線分別記

作
a

t 、
b

t 及
c

t 。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 9999：：：：請畫出圖 12 中，∠B 與∠C 的內角平分線。 

步驟步驟步驟步驟 21212121：：：：接下來，我們來探究等腰三角形三內角平分線有何特性？

首先考慮兩腰為 AC 與BC 的等腰△ABC 中， 

兩底角的平分線 AD與BE，設其交點為 I， 

 如圖 13 所示(虛線暫時不要看)。 

在△ACD 與△BCE 中， 

∵
1 1

2 4
2 2

CAB CBA∠ = ∠ = ∠ = ∠  

圖 12 

D 

C 

B A 
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AC BC= ， ACB ACB∠ = ∠  

∴ △ACD ≅  △BCE   (ASA 全等)  

∴ AD BE= ，即兩底角平分線等長。 

另由 AC BC= 及 AI BI=  

(∵
1 1

1 3
2 2

BAC ABC∠ = ∠ = ∠ = ∠ ) 

故知 C 與 I 都是 AB中垂線的點，CI 為 AB中垂線的一線段， 

隨之，延長CI 與 AB的交點 F，CF 垂直平分 AB， 

因此 △ACF ≅  △BCF，而知 ACF BCF∠ = ∠ ， 

CF 為頂角∠C 的角平分線。 

換言之，頂角∠C 的平分線亦通過原先兩底角平分線的 

交點 I。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 10101010：：：：設△ABC 為正三角形，請檢驗一下三條中線就是三

邊上的三條高，也是三內角的三條平分線。 

步驟步驟步驟步驟 22222222：：：：(小結) 

     由步驟 20〜21 綜合起來，我們可以得到等腰三角形角平分

線的性質： 

(一) 等腰三角形兩底角的平分線等長。 

  (二) 等腰三角形三內角的平分線交於一點。 

至於類似高的逆向性質：有兩高等長的三角形，必為等腰三

角形；角平分線的逆向性質，則有兩內角平分線等長的三角形亦
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必為等腰三角形，它的純幾何解說法是遲至 1840 年才公布於世的

萊莫斯-斯坦納定理。隨後出現 60 多種不同難度的直接或間接解說

法。我們在本單元僅提出這個事實，同學可以把它當作一種常識

而已。如果有興趣的同學可請教老師，老師會把本單元教學參考

資料中一個比較簡易(但仍具有一些難度)的解說法告訴你們的。 

 

活動六活動六活動六活動六：：：：隨處都可見到等腰三角形 

步驟步驟步驟步驟 23：：：：從一開始老師分發給學生畫出三角形為等腰三角形(含正

三角形與等腰直角三角形)之比例很高，而且以上各活動

也見到許許多多的等腰三角形，我們再來看一些實例。 

步驟步驟步驟步驟 24：：：：實例 

 

 

 

例 1：上圖原先是一個等腰直角三角形 ABC，經過作斜邊 AB上

的高CD，得到兩個全等的小等腰直角三角形△ACD 與 

△BCD 之後，再過 D 分別作斜邊BC 、 AC 上的高DE 與

DF ，又將△ABC 分成四個更小的等腰直角△ADF、 

△CDF 與△BDE、△CDE，再繼續仿照上面過程作下去

會得到更多更多的更小的小等腰直角三角形！ 

CCCC

BBBBAAAA

FFFF EEEE

DDDD

CCCC

BBBBAAAA
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A 

C 

B 
圖 14 

例 2：下圖原先是一個直角三角形 ABC，經過作斜邊的中線CD

後，會得到兩個較小的等腰三角形，△ACD 與△BCD 

，其中∠ADC 與∠BDC 分別為其頂角。

→

AAAA BBBB

CCCC CCCC

BBBBAAAA DDDD
 

(見指定作業第 7、8 兩題) 

 

例 3：轉回來看一般△ABC 邊角之間有何關係的問題： 

(1) 在國小階段的幾何，已熟悉了△ABC 中任兩邊長之和大

於第三邊的長。 

(2) 三角形中，大邊對大角，小邊對小角，就可借用等腰三

角形及三角形任兩邊之和大於第三邊來解說清楚： 

○1 已知△ABC 中，AB > AC，如圖 14 所示，則 C B∠ > ∠ 嗎？ 

  說明： 

    ∵ AB > AC  

    ∴在 AB上可取 E 點，使 AE AC=  

    再連接CE ，得兩三角形△CEA 與△CEB， 

    而△CEA 為兩腰是 AC 與 AE 的等腰三角形， 
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    看圖 15，於是∠ACE =∠AEC 

    由∠AEC +∠CEB = 180∘  

      ∠ECB +∠B +∠CEB = 180∘ 

    ∴ ∠AEC = ∠ECB +∠B 

    ∴ ∠AEC > ∠B 

    ∴ ∠ACB >∠ACE =∠AEC >∠B 

    故得∠C > ∠B，完成肯定的解釋。 

○2 已知△ABC 中，∠C >∠B，如圖 16所示，則 AB > AC 嗎？ 

  說明： 

    ∵∠C > ∠B， 

∴可以CB作角的一邊， 

取∠BCE =∠B， 

    得兩個△EBC 與△AEC，如圖 16所示。 

    而△EBC 中，由於∠BCE =∠B， 

    故△EBC 為兩底角相等的等腰三角形， 

    於是CE EB= ， 

    但在△AEC 中， AE CE AC+ >  

    ∴ AE EB AC+ >  

    ∴ AB AC> ，也完成肯定的解釋。 

 

E 
A 

C 

B 

圖 16 

A 

C 

B 

圖 15 

E 
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αααα

圖18
E'

A B

C

再來看兩個△ABC 與△DEF 邊長或角的大小比較問題： 

(1) 兩三角形中，有兩邊長對應相等，夾角不等，則      

夾大角所對的第三邊是否大於夾小角的第三邊長呢？ 

說明：看圖 17，△ABC 與△DEF 中， 

AC DF= ，BC EF= ，∠C >∠F 為已知三條件。       

αααα

圖17

E

F

BA

C

D

 

          不妨設BC AC> ，在∠ACB 的內部作出一條線段 'CE ， 

          使得∠ACE’= ∠DFE 且 'CE FE= ，如圖 18 所示， 

          則△ACE’ ≅  △DFE(SAS)。 

          此時 E’在△ABC 的外部， 

連 'E B，則△CE’B 為兩腰是 'CE 與BC 的等腰三角形， 

故∠CBE’=∠CE’B 

∵ ∠AE’B >∠CE’B 

∴ ∠AE’B >∠CBE’ 

而∠CBE’ >∠ABE’， 

∴∠AE’B >∠ABE’  
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∴ 'AB AE> ，但由△ACE’ ≅  △DFE，故 'AE DE=  

經代換後得 AB DE> ，完成了大角∠C 所對的邊 AB 

大於小角∠F 所對的邊DE 之說明。 

(2) 兩三角形中，有兩邊長分別對應相等，第三邊不相等，

則大邊所對的夾角是否會大於小邊所對的夾角呢？ 

說明：還是看圖 17，△ABC 與△DEF 中 

AC DF= ，BC EF= ， AB DE>  

那麼∠C 是否大於∠F呢？ 

我們用(3)的結論及∠C 與∠F 有大於、小於或等於 

恰有一成立。 

如果能排除∠C<∠F 及∠C=∠F，則得知∠C>∠F 

① 若∠C<∠F，則DE AB> ； 

② 若∠C=∠F，則△ACB ≅  △DEF(SAS 全等)， 

於是 AB DE= ； 

但由於 AB DE> 的條件，知上面①、②都是不可能發

生，於是得知∠C>∠F，完成(4)之肯定的詮釋。 

事實上例 3 之(3)被稱為樞紐定理樞紐定理樞紐定理樞紐定理，它就如時鐘上的長短針(短

針計時，長針計分)，當其夾角越大，長短針另一端相距也就越大。

而例 3 之(4) 則被稱為逆樞紐定理逆樞紐定理逆樞紐定理逆樞紐定理，兩個正逆定理都是很直觀的，

而等腰三角形在詮釋樞紐定理的確扮演了重要的作用。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 11111111：：：：    

(1) 如下左圖，△ABC 中，∠C>90°，試說明 2 2 2
c a b> + 。 

(2) 如下右圖，△DEF 中，∠F<90°，試說明 2 2 2
f e d< + 。 

           

e

f

c

d
ab

A B

C

D E

F

 

 

活動七活動七活動七活動七：：：：(總結論) 

(一) 等邊三角形相當於等角三角形。 

(二) 等腰三角形兩腰上的中線等長，三邊上的三條中線交於 

重心。重心到頂點的距離等於它到對邊中點距離的兩倍。 

(三) 等腰三角形兩腰上的高等長，銳角或直角的等腰三角

形，三邊上的高交於一點。 

(四) 等腰三角形兩腰上的中垂線之交點形成的兩條中垂線段

等長。三邊上的中垂線交於一點且交點到三頂點的距離

相等。 

(五) 等腰三角形兩底角的平分線等長，三內角的平分線交於

一點。 

 



第三章 三角形 

276 

 

(六) 詮釋三角形的大角對大邊或大邊對大角，或樞紐定理都

顯現等腰三角形的一個關鍵作用。 

(七) 如下圖，若將△ABC 的三邊BC、AC 及 AB之長分別記作

a、b、c；從各頂點向對邊所作高長分別記作
a

h 、
b

h 、
c

h ； 

各頂點 、 、 向對邊所作中線分別記作
a

m 、
b

m 及
c

m ；

各內角∠A、∠B 及∠C 的角平分線分別記作
a

t 、
b

t 及
c

t 。 

那麼我們有如下的逆向結論： 

(1) 若
a

h =
b

h ，則BC AC= 。 

(2) 若
a

m =
b

m ，則BC AC= 。 

(3) 若
a

t =
b

t ，則BC AC= 。 

上面對高的情形(1)已在本文中出現過；而對中線的情形則僅

屬大胆的臆測而已，完整的說明，還會留在單元主題：三角形的

三心作完整的探究。 

最後角平分線等長之(3)，則留待你們發問或有興趣，再請教

老師吧！ 

 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

活動一： 

隨堂練習 1：答案是開放的，引導學生到如老師所預期的現象。 

b 

c 

a 

A 

C 

B 
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活動二： 

隨堂練習 2：(略)。 

活動三： 

隨堂練習 3、4、5 ：(略)。 

隨堂練習 6：∵
a b

h h= ，
a b

ah bh=  ∴a b= ，即BC AC= ，亦即 AC BC= 。 

隨堂練習 7：(1) 是；是，交點是頂點 C。 

(2) 是；三邊上的高不相交，但三高的延長線交於一點。 

活動四： 

隨堂練習 8：(1) ∵ △BOD≅△COD (SAS 全等) 

               ∴ BO CO=  

(2) 兩直角△CEO 與△CDO 中 

               ∵CO CO=  

EO DO=  

90CEO CDO∠ = ∠ = °  

∴△CEO≅△CDO (RHS 全等性質) 

∴CE CD= ， ∴2 2CE CD= ， ∴ AC BC=  

活動五： 

隨堂練習 9：(略) 。 

隨堂練習 10：正三角形的三條中線就是三邊上的三條高，也是三

內角的三條平分線。 
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B'

c

ab

A B

C

E'

e

f

d

D E

F

活動六： 

隨堂練習 11：(1) 作∠ACB’ = 90°且 'CB CB= ， 

則△ACB’中∠ACB’ = 90°， 

故
2

2 2'AB a b= +  

而由樞紐性質， 'AB AB<  

∴
2 2

'AB AB> ，而
2

2 2'AB a b= +  

∴
2 2 2

c a b> +  

(2) 作△DFE’使∠DFE’ = 90° 

且 'FE FE= ， 

而由樞紐性質， 

則 'DE DE> ，而
2

2 2'DE e d= +  

∴
2

2 2
DE e d< + ，即 2 2 2

f e d< +  

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業： 

1.如圖，等腰三角形 ABC 中，AC BC= ，正方形 DEFG 為底邊 AB

上的內接正方形，即DE落在 AB上， 

另二頂點 F、G 分別在兩腰BC 、 AC 上， 

試說明△ADG≌△BEF， 

且△GFC 為等腰三角形。 

2.上圖中，令M 為 AB的中點，試解說DM EM= 。 

MMMMGGGG FFFFEEEEDDDD
CCCC

BBBBAAAA
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3.在 1 的圖中，再連GM 與FM ，如右圖所示， 

    試說明△FGM 為等腰三角形。 

 

4.在 3 的圖中，令 S、T 分別為FM 與GM 的中點， 

    作TP AB⊥ 交 AB於 P， SQ AB⊥ 交 AB於 Q， 

    連 ST ，如右圖所示，試說明 PQST 為正方形。 

 

5.已知△ABC 為兩腰 AC 及BC 的等腰三角形， 

請作出一個 AB邊上的內接正方形。 

(提示：由 1~4逆向先作正方形 STPQ使得PQ在 AB上，      

且PQ的中點就是 AB的中點。) 

6.直角三角形 ABC 中，∠C = 90°，設 p、q、r 分別表示以 AC 、

BC 及斜邊 AB為底邊的三個相似等腰三角形的

面積。試說明：p + q = r  

(提示：相似△其面積比等於對應邊的平方比。) 

 

7.如圖，△ABC 為∠C = 90°的直角三角形，M 為 AB邊上的中

點，N 為 AC 邊上的中點。 

    試說明： MN AC⊥ 。 

8.試說明直角三角形斜邊上的中點到三頂點等距離。 

CCCC
BBBBAAAA

TTTT SSSSQQQQPPPP MMMMGGGG FFFFEEEEDDDD
CCCC

BBBBAAAA
AAAA BBBB

CCCC
DDDD EEEEFFFFGGGG MMMM

q
p

r

c
ab

CCCC BBBBAAAA
NNNN

MMMM

CCCC

BBBBAAAA
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指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1.說明：在△ADG 與△BEF 中 

∵∠A =∠B，∠ADG =∠BEF = 90° 又DG EF=  

∴△ADG≌△BEF (AAS 全等)  

說明：△GFC 為等腰三角形如下： 

由△ADG≌△BEF，∴ AG BF=  

又∵ AC BC= ，∴ AC AG BC BF− = −  

即得GC FC=  

故△GFC 為兩腰是GC 、BC 的等腰三角形 

2.說明：∵△ADG≌△BEF，∴ AD BE=  

又∵ AM BM=  

∴ AM AD BM BE− = −  

即得DM EM=  

3.說明：在△DGM 與△EFM 中， 

由DG EF=  (∵DEFG 為正方形)  

且由 2.知DM EM=  

另由∠GDM =∠FEM=90° 

∴△DGM≌△EFM (SAS 全等)  

∴GM FM= ，△FGM 為兩腰GM 與FM 的等腰三角形 

 

GGGG FFFFEEEEDDDD
CCCC

BBBBAAAA

MMMMGGGG FFFFEEEEDDDD
CCCC

BBBBAAAA
AAAA BBBB

CCCC
DDDD EEEEFFFFGGGG MMMM
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4.說明：由
1 1

2 2
TM GM FM SM= = =  

，即TM SM= ， 

故△STM 亦為兩腰TM 與 SM 的等腰三角形。 

而△FGM 與△STM 為共有頂角∠FMG 的等腰三角形， 

∴△FGM〜△STM(SAS相似) 

∴ 2
GF GM FM

TS TM SM
= = =  

即
1

2
TS GF=  

同法可解說△GDM〜△TPM (AA相似) 

∴ 2
GD GM

TP TM
= = ，∴

1

2
TP GD=  

合併上面，再由GD GF= 得TS TP=  

同理，可說明 SQ TS= ； 

進而利用△FGM〜△STM 及△GDM〜△TPM 

∴∠FGM =∠STM，∠DGM =∠PTM 

∴∠FGM +∠DGM =∠STM +∠PTM， 

但已知∠DGF = 90°且∠DGF =∠FGM +∠DGM 

故得∠STM +∠PTM = 90°，即∠STP = 90° 

同理∠TSQ = 90° 

綜合得知 PQST 為正方形 

 

TTTT SSSSQQQQPPPP MMMMGGGG FFFFEEEEDDDD
CCCC

BBBBAAAA
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q
p

r

c
ab

CCCC BBBBAAAA

5.作法：(1) 先作 AB的中點 M 

(2) 在 AB上，M 的左、右各取 P、Q 點， 

使得MP MQ= 。 

(參考上題，所取的 P、Q最好靠近M 點， 

使得作出的正方形 PQST 在△ABC 的內部。) 

(3) 以PQ為邊長在 AB

����

的上方作出正方形 PQST 

(4) 連MT 、MS並延長使得分別與 AC 交於 G 點， 

與BC 交於 F 點 

(5) 分別過 G、F 點作 AB的垂直線交 AB於 D、E 點，則

DEFG 即為所求的內接正方形。 

    說明：依 1~4各題可逆向進行，最後得出的 DEFG 是符合所

求的正方形。 

  6.說明：令 AB c= 、 AC b= 、BC a=  

          則由畢氏定理知 2 2 2
a b c+ =  

          又由相似三角形面積比等於其對應邊的平方比 

          知 2
( )

p b

r c
= ， 2

( )
q a

r c
= ，  

          再由
2 2 2 2

2 2 2
1

b a b a

c c c

+
+ = =  

          得知 1
p q

r r
+ = ，即得 p + q = r 

 

TTTT SSSS

QQQQPPPP MMMM

GGGG FFFF

EEEEDDDD

CCCC

BBBBAAAA
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7.考慮△AMN 與△ABC 

∵
1

2

AN AM

AC AB
= =  

∠A = ∠A 

∴ △AMN〜△ABC (SAS相似)  

∴∠ANM =∠ACB = 90° 

∴MN AC⊥  

8.已知直角三角形 ABC，設∠C = 90°， 

M 為斜邊 AB上的中點。 

由上題 7 取 AC 的中點 N，則由MN AC⊥  

故MN 垂直平分 AC ，於是 AM CM= ； 

同理，BM CM= ；合併得 AM BM CM= = ，完成說明。 

 

八八八八、、、、教學注意事項教學注意事項教學注意事項教學注意事項：：：：    

1.教學活動時間建議如下：教學說明及活動一步驟 1、2約 5~10

分鐘，步驟 3、4 約 5~10 分鐘，步驟 5、6、7約 5~10 分鐘。

活動二(含步驟 8~12)約 20~25分鐘。(第一節課完畢，指定作

習題 1~4)，活動三(含步驟 13~17)約 20~25分鐘，活動四(含

步驟 18~19)約 10~15分鐘，活動五(含步驟 20~22)約 15分鐘，

活動六約 30 分鐘，活動七及指定作業約 10 分鐘。 

NNNN

MMMM

CCCC

BBBBAAAA
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2.根據朱芳儀 (2013)的研究，實際調查學生會把老師說的三角

形畫成等腰三角形(含等腰直角三角形或正三角形)比例高達

八成以上。而本文也調查過林口國中四班共 109 人，畫出等

腰三角形的比例高達
94

86%
103

≈ 。 

對你任教的班級調查一下，只驗證是否有八成以上的比例而

已，目的主要還是為本單元的主題引起學生強烈的教學動機。 

3.步驟 4的說法是基於學生在國小階段學過線對稱的基本認

識，因此採用對摺的方法，來得知等腰三角形兩底角相等。

而反向的情形，有兩內角相等的三角形，也可用相同方法加

以說明清楚，更進一步地也同時學到了頂角平分線垂直平分

底邊。一種技術有多種應用成果是很重要的技巧。底下的方

式僅提出供參考，不建議老師採用(對初學者符號會太抽象

了！)： 

    如圖 1：△ABC 與△BAC 中 

           AC BC= ， AB BA= ，BC AC=  

           故得知 △ABC≌△BAC (SSS 全等) 

           再得∠ABC=∠BAC，即∠B=∠A 

4.對本單元有關三角形的高、中線及角平分線應作複習，這是

一定要做的工作，否則學生易混淆先前的預備知識。 

5.本單元主題的寫法跟一般學校的數學教科書有極大的不同。

A 

C 

B 

圖 1 
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教學前務必花上一段不少的時間準備，否則可能會無法順暢

的教學，教學效果評量會產生欠佳的後果。 

6.本單元之主題有關三角形的心，僅先呈現重心一詞，其他的

二心(內心、外心)等到三角形的三心單元再正式賦予這些術

語。 

7.本單元雖然探討等腰銳角三角形之三條高交於一點，但仍不

出現垂心一詞；一般而言，三高或其延長線也會交於一點，

但對於銳角三角形而言，探究垂心難度較高，不宜在教幾何

之開始就給出如此的難題。 

8.對中線單元，我們介紹其三中線交於一點重心。進而坐標法

得出重心到頂點的距離等於重心到對邊中點距離的兩倍，主

要提供一般的三角形也會有類似的性質之用，並充作將來學

習三角形重心的預備工作並能強烈引起學習三角形重心之動

機。至於一般的三角形有等長的中線時，必定是等腰三角形，

則要等待處理一般的三角形重心後再一併說明。 

9.活動六(總結論)後提出步驟 24的例 2，本身直角三角形斜邊

上的中點跟三頂點等距離是未來學習數學很重要的工具，意

外地想到這樣工具竟然能與隨處可見的等腰三角形連結在一

起而且解說法也符合學生學習本單元的預備知識。 

10.利用三角形兩邊之和大於第三邊的國小既知性質，與建構適
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4444 3333 22221111H

G
F

D
E

A B

C

當的等腰三角形就可用來說明△ABC 中，大角對大邊，小角

對小邊，反之，大邊對大角，小邊對小角；進一步又可用來

解說樞紐定理。 

11.利用樞紐定理與排除二種不可能發生的情形，利用三一律就

可得逆樞紐定理。 

12.我們研究有兩內角平分線等長的三角形必為等腰三角形，基

本上是一道難題。到目前共有 60 多種解說法，而這許多解說

法部分排除了有高度技巧的純幾何解說法，我們就提供較易

接受的間接幾何解說法： 

將原題改變成三角形中，內角大的平分線長小於內角小的平

分線長： 

解說法：△ABC 中，∠A <∠B，BD為∠B 的平分線， 

AE 為∠A 的平分線，如右下圖所示。 

由已知∠1 =∠2，∠3 =∠4 

∠B =2∠2，∠A =2∠4 

∵∠A <∠B，∴∠4 <∠2 

故可作出∠DBF =∠4， 

使得 F 在 AC 邊上， 

且BF除了端點外都在△ABC 的內部。 

由此作出後得到△ABF，進一步 
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再由∠1 >∠3，∠DBF =∠4，故∠ABF >∠BAC 

於是 AF BF>  (大角對大邊) 

故可在 AF 取 G 點使得 AG BF= ， 

再過 G 點作BF 的平行線交 AE 於 H， 

於是∠AGH＝∠AFB (二平行線所截同位角相等) 

且知 H 點會落在 AE 線段的內部， 

最後再利用 ASA 全等性質說明△AGH≌△BFD  

推知 AH BD=  

但由 AE AH> ，所以 AE BD> 。 

當然最後要用到三一律，知道∠B >∠A，∠A >∠B

都不可能。∴∠A =∠B，於是△ABC 為等腰三角形。 

13.在各活動間教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

14.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

  1.朱芳儀(2013)。國中生三角形與四邊形的概念心像調查—以基

隆市某公立國中七至九年級學生為例。（未出版之碩士論

文）。臺北市：國立臺灣師範大學。 
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  2.李虎雄、陳昭地等(2003)。幾何學教師手冊上冊 2版。臺中市：

康熙。 

3.傅淑婷(2013)。全等三角形，陳昭地主編：國民中學數學教材

原型 C冊(主題 3-1)。新北市：國家教育研究院。 

4.傅淑婷(2013)。相似三角形，陳昭地主編：國民中學數學教材

原型 C冊(主題 3-2)。新北市：國家教育研究院。 

5.傅淑婷(2013)。正五邊形與黃金三角形，陳昭地主編：國民中

學數學教材原型 C冊(主題 3-6)。新北市：國家教育研究

院。 

6.陳昭地(2013)。三角形的高、中線、內角平分線及外角平分線

之性質探討。國家教育研究院臺北院區：國中小數學領

域教材原型研討會。 

7. Posamentier, A. S. & Stepelman, J. (1986). Unit 39: The 

Criterion of Constructibility. In A. S. Posamentier, & J. 

Stepelman (Eds.) Teaching Secondary School Mathematics, 

(2nd ed.) (pp. 278-279). Columbus, OH：Merrill.  

8.提供下列數學資料以隨時作為補充教材之用。 

(1)高山的左方已建好了一條筆直的道路，如下圖所示。 

由於發展求平衡的問題，現在計畫在山的另一方也要從高

山下的平地，另蓋一條筆直的道路，該籌建小組為預備將 
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來兩條道路之間  籌建一條直通兩條的直線隧道，預定從

兩個方向各自面對施工。請問如何幫他們設計出該在對方

山下的那一點(P)及那樣直線方向來完成建造新的一條筆直

道路呢？ 

解說： 

作法(一) ：正三角形法 

作法(二)：等腰直角三角形法 

設計草圖如右示意圖所示。 

(2)○1 先定義△ABC 的外角平分線： 

如圖，△ABC 中，延長CA

����

， 

CA

����

與 AB決定出∠A 的外角 

∠BAP = 180° �∠A  

若∠BAP 的角平分線， 

交對邊BC 的延長於 D， 

則稱 AD為∠A 的外角平分線。 

○2 試解說非正三角形的等腰三角形， 

其兩底角的兩條外角平分線等長。 

如圖，△ABC 為 AC BC= 的等腰三角形。 

RRRRSSSS PPPP

高山高山高山高山
示意圖示意圖示意圖示意圖

計畫要建的道路計畫要建的道路計畫要建的道路計畫要建的道路已建的道路已建的道路已建的道路已建的道路

EEEE DDDD
CCCC BBBBAAAA

PPPP DDDD
CCCC BBBBAAAA

PPPPSSSS RRRR
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12121212°°°°

36363636°°°°132132132132 °°°°

αααα

αααα

•••• ••••

F

D

C

A

B

∠C≠60°，故∠A外角平分線交BC 的延長線於 D， 

∠B 的外角平分線交 AC 的延長線於 E，欲說明 AD BE= 。

為此，考慮△CBE 與△CAD， 

∵∠C =∠C，CB CA= ， 

∠CBE＝∠B+ 
1

2
∠ABD＝∠A+

1

2
∠BAE＝∠CAD 

故得△CBE≌△CAD(ASA 全等)  ∴ AD BE=  

○3  ○2 的逆敘述不成立，即有兩外角平分線等長未必是等腰

三角形。如圖，12°、132°、36°為內角度數的△ABC 就有

∠C 的外角平分線CF 與∠A 的外角平分線 AD等長。 

 

 

 

 

 

 

說明：∵∠α=24∘∠CDA=12∘ 

∴△ACD 為等腰△， AD AC= ……○1  

又∠CAF=180°－132°＝48° 

且∠ACF=(180°－12°)÷2＝84° 

得∠AFC=180°－84°-48°＝48° 

∴△ACF 為等腰△， AC CF= ……○2  

由○1 ○2 得 AD CF=  
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主題主題主題主題 3333－－－－4444：：：：平行線與平行截線定理平行線與平行截線定理平行線與平行截線定理平行線與平行截線定理    

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：傅淑婷 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                       曹博盛 

(一) 知道平面上的兩條（相異）直線只有相交與   陳昭地

不相交兩種，不相交的兩直線就是平行線。 

(二) 知道兩條平行線有公共的垂直線。 

(三) 知道兩平行線之間處處等距離。 

(四) 能用直尺的上、下緣畫出一組平行線。 

(五) 知道角的意義，能用直尺圓規作出一角等於已知角。 

(六) 知道三角形內角和為 180°。 

(七) 知道三角形全等的條件（SSS，SAS，ASA，AAS）與相似

形的條件（SSS，SAS，AA）。 

(八) 知道 : :a b c d= 就是  (   0)
a c

b d
b d

= ， 都不為 。 

(九) 知道 : :a b c d= 且當     a b c d， ， ， 都不為 0 時，則 

: :b a d c= （反比）。 

(十) 知道 : : : :a b c r s t= 的意涵。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 知道平面上兩直線被另一直線截出八個角；並知道同位

角與內錯角的意義。 
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(二) 知道兩平行線被一直線截出的任一組同位角都相等， 

任一組內錯角也都相等。 

(三) 知道平面上兩直線被一直線截出一組同位角相等或  

一組內錯角相等，則此二直線為平行線。 

(四) 能用同位角的性質，用尺規作出過已知直線外的一點且

平行於已知直線的平行線。 

(五) 能利用平行線的性質或判別性質，瞭解連接三角形任 

兩邊中點的線段平行且等於第三邊的一半。 

(六) 能知道平行截線定理的意涵。 

(七) 能利用平行截線定理將一線段n等分。 

(八) 能利用平行截線定理準確的標示出數線上形
1 2 1 2 3

, , , ,
3 3 5 5 5

或
4

5
分母小於或等於 5 的分數點。 

(九) 能知道平行四邊形的兩組對邊等長。 

四四四四、、、、授課時間授課時間授課時間授課時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：：    

(一) 本單元是屬幾何的題材，要求學生研讀本單元時，應攜

帶直尺、圓規及量角器。 

(二) 本單元共有七個活動，內含十三個步驟，九個隨堂練習

及六道例題，指定作業七道題，預備在兩節內完成教學。 

(三) 使用 Powerpoint 檔或設計配合本主題的學習單可大幅
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提昇教學效果。 

(四) 教學時應能循序漸進，但若已具有充分先備知識，教學

進度就可加快些。 

(五) 本主題最重要的問題有三： 

(1) 平行線的性質與判別性質。 

(2) 連接三角形兩邊中點的連線性質。 

(3) 平行截線定理的意涵與應用。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：：    

活動一活動一活動一活動一：：：：何謂平行線？（溫故知新） 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：下面是沿著刻度尺的上、下緣所畫出的兩組直線： 

   

(2)(2)(2)(2)(1)(1)(1)(1)

圖1
 

其中左邊這一組沒畫出任何刻度，而右邊這上、下對齊

加上了一條刻度線並加上了垂直的記號。 

這是大家在國小數學就學過的平行線，圖 1(2)又表示它

們有一條公共的垂直線段；其實還有許許多多上、下對

齊的刻度，如果把它們逐一作出，可以得到更多的共有

垂直線段，它們的長度都是跟直尺的寬度同樣長；我們
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把這個寬度就說成此兩平行線的距離，並可發現兩平行

線處處等距離。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：    

(1) 請同學核對身邊的刻度尺，（寬度可以不相同），核驗看看

可否畫出類似圖 1 的兩組平行線。 

(2) 請同學在平面上，隨意畫出兩相交直線，並問此時是否有

公共的垂直線? 

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：兩條相交的直線 L1、L2，設交點為O，則此兩直線將平面

分成以O 為共同頂點的四個角： 1, 2, 3∠ ∠ ∠ 及 4∠ ，其中有

兩組的對頂角， 1∠ 與 3∠ ； 2∠ 與 4∠ ，如圖 2(1)所示。 

    
圖2(2)L3

L1

L2

L1

L2

3 1243 124
圖2(1)

Q

P

OO

 

圖 2(2)是想要說明相交的兩條(相異)直線不是平行線。

假設此相交的兩直線 L1、L2是平行線，則存在一條公共

的垂直線 L3， 3 1 3 2
L L L L⊥ ⊥且 ，也就是圖 2(2) 中 

∠OPQ =∠OQP =90∘。則 L3與 L1、L2所圍成的△OPQ 中，

由於∠3 是正度數的角，所以△OPQ 的內角和大於 180°，

這是不合理的。事實上，任意畫出的直線也都不可能是
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L1、L2的公共垂直線，因此 L1、L2就不是一組平行線了！

換言之相交的二條（相異）直線不是平行線。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：：：：如圖 2 之(1)，請說明相交直線產生的四個角 

1, 2, 3∠ ∠ ∠ 及 4∠ 中， 1 3∠ = ∠ ； 2 4∠ = ∠ （即對頂角相等）。 

步驟步驟步驟步驟 3333：：：：反觀圖 1 中的兩條平線是永不相交的，於是在平面上兩條

不相交的直線，也可視為平行線的一種詮釋。綜合言之，

平面上兩條不相交的直線 L1、L2可稱為平行線，記作

L1//L2，它們在此平面上有一條公共垂直線，如圖 3 表示。 

                  

L
1

L
2

圖3
 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：兩平行線有多少條共有垂直線（段）？從兩平行線上

的任意點都有一條通過此點的共有垂直線嗎？ 

    

活動二活動二活動二活動二：：：：平行線的性質    

步驟步驟步驟步驟 4444：：：：如圖 4(1)、(2)所示，平面上兩組直線 L1與 L2；L3與 L4；其

中是 L1、L2是平行線，L3、L4是不平行的直線，L 是與 L1、
L2都相交的直線，M 也是跟 L3、L4都相交的直線，它們稱

為原先兩條直線的一條截線，每一條截線跟兩條直線分
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此平面為八個角。 

      

(1) (2)

L3

L4

3 42 1 76 5 88 567 12 43
圖4

L2

L1

 

圖 4(1)、(2)中所提示的「八個角」， 1∠ 與 5∠ 是一組同位角，

同樣地 2∠ 與 6∠ ， 3∠ 與 7∠ ， 4∠ 與 8∠ 也都是一組同位角，

而 3∠ 與 5∠ 是一組內錯角， 4∠ 與 6∠ 也是一組內錯角，粗略

觀察兩平行線 L1與 L2之同位角 1∠ 與 5∠ 似乎是相等的，但

L3與 L4這組相交直線之同位角 5∠ 好像比 1∠ 大！ 

再仔細地用量角器檢查核驗粗看的結果是否正確呢？請

檢查看看！換言之，兩平行線被一直線所截，其截出的同

位角是相等；而平面上不平行的直線被一直線所截出的同

位角卻是不相等。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4444：：：：    

(1) 如圖 4 之(1)試說明：若 1 5∠ = ∠ ，則 2 6∠ = ∠ ， 3 5∠ = ∠ 。 

(2) 如圖 4 之(2)試說明：若 1 5∠ < ∠ ，則 2 6∠ > ∠ ， 3 5∠ < ∠ 。 

到底隨堂練習 4 上面核驗的答案，應如何正確說明，請看下

一個步驟。 
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步驟步驟步驟步驟 5555：：：：說明兩平行線 L1、L2被一直線 L 所截，但一組同位角相等： 

看示意圖 4 之(1)，L1與 L2互相平行，截線 L 交 L1與 L2           
於 A、B；而截出的一組同位角 1∠ 與 5∠ ，如圖 4 之(3)。 

            

15
L

圖4(3)

L2

L1

V

B

A

Q

P

 

取 L1上的適當點 P，過 P 作 L1的垂直線交 L2於 Q，PQ

����

為

L1與 L2的一條公有垂直線，交 L 於 V，則由直線PQ

����

分別垂

直 L1、L2於 P、Q，故 APV 90∠ = °， BQV 90∠ = °， 

於是得 1+ AVP=90∠ ∠ °， 5+ BVQ=90∠ ∠ °，但 AVP= BVQ∠ ∠ ， 

故得 1=90 AVP=90 BVQ= 5∠ ° ∠ ° ∠ ∠－ － ，即 1= 5∠ ∠ 。 

配合隨堂練習 4 及步驟 5 的說明，我們可以知道：兩平行

線被一直線所截出的同位角相等，隨之其內錯角也相等。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5555：：：：如圖 4 之(1)試說明：若 1= 5∠ ∠ ，則 3= 5∠ ∠ 。 

綜合言之，兩平行線被一直線所截，若同位角相等，則內錯

角也相等。 
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活動三活動三活動三活動三：：：：平行線的判別性質    

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：假如圖 4 之(1)一開始並不知道 L1與 L2是否互相平行，但

知道 1= 5∠ ∠ ，那麼我們能知道 L1//L2嗎？答案是肯定的。

可以由圖 4 之(3)逆其道而行，取截線 L 上的適當點 V，

過 V 作 L1的垂直線VP

���

交 L1於 P，交 L2於 Q， 

比較 VAP∆ 與 VBQ∆ ： 

1+ AVP=90∠ ∠ °， 5+ =180BVP BQP∠ ∠ + ∠ ° 

AVP BVP∠ = ∠∵ ， 5= 1∠ ∠  

5+ BVP=90∴∠ ∠ °  

BQP 90∴∠ = °   

2
VP L∴ ⊥

���

於 Q 

故PQ為 L1與 L2之一條公垂線段，於是 L1//L2。 

同樣地假如圖 4 之(1)中，未先假設 L1//L2而僅知道 3= 5∠ ∠

則由 3= 1∠ ∠ ，得 1= 5∠ ∠ ，再由上面的說明知道 L1//L2，於

是我們得到如下的結論：若平面兩直線 L1、L2被一直線

截出相等的一組同位角，亦即有一組同位角相等，則 L1、
L2是互相平行的直線；而若截出的一組的內錯角相等，

則 L1、L2亦是互相平行。 

步驟步驟步驟步驟 7777：：：：由上面的結論，簡單地說，平面上兩直線被一直線截出的

一組同位角相等，或一組內錯角相等，則此兩直線互相

平行，而此即為平行線的判別性質。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6666：：：：    

(1) 下圖中，若 L1//L2， 1=50∠ °，則 2∠ 等於多少度？ 

                 

L1

L2

1 23
 

(2) 上圖中，若 1 2∠ = ∠ 或 3 2∠ = ∠ ，則 L1與 L2互相平行嗎？ 

    

活動四活動四活動四活動四：：：：過直線 L 外的一點 P，用尺規作圖作出直線PQ

����

使得PQ

����

//L。 

步驟步驟步驟步驟 8888：：：：由活動三之步驟 7，有同位角相等的兩條直線必平行，就

可以讓我從畫角的方向，粗略畫出過直線外一點，作出過

此點而平行於此線的直線了！更精確的作法，可採尺規作

圖來得到準確的平行線，如下例： 

例例例例 1111：：：：已知直線 L，及不在 L 上的一點 P，如圖 5(1)，求作直線PQ

����

，

使得PQ

����

//L。 

 

 

 

作法說明： 

(1) 在 L 上取一點 A，連直線PA

���

如圖 5(2)所示。 

圖5(1)

L

P



第三章 三角形的幾何 

300 

 

圖6

43 21 ED

A B

C

  

1 1
L

圖5(3)

L

圖5(2)

AA

P P

R

Q

 

(2) 令 AP與直線 L 在 A 右方射線的交角為 1∠ 。 

(3) 再過 P 點作以 AP

����

上方的射線PR

����

為始邊，而終邊在過 P

點右方的射線PQ

����

上，作 1RPQ∠ = ∠ ，如圖 5（3）。 

(4) 則由直線PQ

����

上 RPQ∠ 與 1∠ 為同位角，而 1RPQ∠ = ∠ ，  

故PQ

����

//L，PQ

����

即為所求。 

步驟步驟步驟步驟 9999：：：：又借用幾何上的一個公設公設公設公設：過 L 外一點 P 恰有一直線與 L

平行，因此圖 5(4)表示PQ

����

是平行於 L 的唯一直線了！ 

 

活動五活動五活動五活動五：：：：平行線同位角相等之判別性質的幾個應用 

步驟步驟步驟步驟 10101010：：：：先考慮下面的實例 

例例例例 2222：：：： ABC∆ 中，D、E 分別為兩邊 AC 與BC 的中點，  

 其連線段DE （如圖 6），  

 試說明DE
1

2
AB  

（此地 表示DE // AB且
1

2
DE AB= ） 

說明：先把圖 6 中的四個角分別記作 1∠ ， 2∠ ， 3∠ ， 4∠ 。 
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再看 DCE∆ 與 ACB∆ ，由已知，
1

2

CD CE

AC BC
= =∵ ， 

且 C C∠ = ∠ ， DCE∴∆ ～ ACB∆ （SAS 相似性質），

1

2

DE CD

AB AC
∴ = = ，即

1

2
DE AB= ，再由此相似得 1 3∠ = ∠ ，

2 4∠ = ∠ 。最後因為 1∠ 、 3∠ 或 2∠ 、 4∠ 為一組同位角。

而同位角相等，即得DE // AB。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7777：：：：可以或不可以用同樣的道理（簡稱同理同理同理同理），說明：若

F 為 AB的中點，則
1

2
EF AC= ，EF // AC 呢？（答案

當然是可以，不妨把原圖倒過來看如法泡製一下。） 

步驟步驟步驟步驟 11111111：：：：以上結果，常被稱為三角形兩邊中點連線定理三角形兩邊中點連線定理三角形兩邊中點連線定理三角形兩邊中點連線定理。。。。 

例例例例 3333：：：： ABC∆ 中，D 為 AC 的中點，DE // AB且 E 在BC 上，如圖 7，

試說明：E 為BC 的中點。 

               
圖7

ED

A B

C

 

說明： DE∵  // AB ， CDE A∴∠ = ∠ （同位角相等） 

在 DCE∆ 與 ACB∆ 中， CDE A∠ = ∠ ， C C∠ = ∠  

DCE∴∆ ～ ACB∆ （AA 相似），  
CD CE

AC BC
∴ =  
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∵D 為 AC 的中點 ， 
1

2

CD

AC
∴ = ，  

1

2

CE

BC
∴ =  

故得
1

2
CE BC= ，即 E 為BC 的中點。 

由例 3 與例 2 
CD CE

AC BC
=  ，得 

AC BC

CD CE
=  ，故 1 1

AC BC

CD CE
− = −  

於是 
AC CD BC CE

CD CE

− −
= ，故得 

AD BE

CD CE
=  

即 
CD CE

AD BE
= 。 

其實上面比例式對 D、E 為 AC 與BC 的中點時，顯然成立。更

一般地說，我們有如下的例子。 

例例例例 4444：：：： ABC∆ 中，D 為 AC 邊上或其延長線上的任意異於 A、C 的一

點，DE 為過 D 點所作 AB的平行線交BC 或其延長線於 E， 

如圖 8(1) (2)所示。試說明：
CD CE

AD BE
= 。 

(2)(1)

圖8

C
ED

C

BA A B

E D

 

說明：在 ABC∆ 與 DEC∆ 中， 

DE∵ // AB 

A CDE∴∠ = ∠ （同位角或內錯角相等） 
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ABC∴∆ ～ DEC∆ （AA 相似） 

AC BC

CD EC
∴ =  

1 1
AC BC

CD EC
∴ − = − （圖 8（1）情形） 

1 1
AC BC

CD EC
+ = + （圖 8（2）情形） 

故得 
AD BE

CD EC
= ，即得 

CD CE

AD BE
=  

    由例 4 知 ABC∆ 中，AB邊的平行線將 AC、BC 分成比例線段，

更一般地說，我們有如下活動六平行截線定理。 

 

活動六活動六活動六活動六：：：：平行截線定理與應用 

我們分成下列步驟 12～14 來逐序說明。 

步驟步驟步驟步驟 12121212：：：：先考慮有三條平行線的問題。 

例例例例 5555：：：： ABC∆ 中，D、F 在 AC 邊上，E、G 在BC 邊上，FG // DE // AB 

（即EG、DE 、 AB兩兩平行），如圖 9 之(1)。 

(2)
B'

E'

B'

E'

(1)
圖9

E

G

A B

C

A

F

D

F

D
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試說明： : : : :CF FD DA CG GE EB= （即CF 、FD、DA三線段

長的連比等於CG、GE 、EB三線段長的連比） 

說明：先看 DEC∆ 中，比照圖 8 之(1)（DE 取代 AB、FG取

代DE ）F、G 分別在DC及EC 邊上，且FG // DE ，得

CF CG

DF GE
= …(*) 

再由過 F 作BG邊的平行線分別交DE、AB於 'E 、 'B，

將圖 9 之(1)虛線 'FB 與FA及 'AB 之三角形移到圖 9

之(2)，同樣地在圖 9 之(2)的 'AB F∆ 中， 

D、 'E 分別在 AF 及 'B F 邊上，且 'DE // 'AB ，仿上可

得
'

' '

DF FE

AD B E
= …(**)又 FG∵ // DE， 'FE //GE， 'EGFE∴

為平行四邊形，而平行四邊形的對邊等長（見隨堂

練習 8） 'FE GE∴ = ，同理， ' 'BEE B 亦為平行四邊形，

' 'E B EB= ，用在(**)式中GE 取代 'FE ，EB取代 ' 'E B 得

DF GE

AD BE
= …(***) ， 

(*) 式相當於 : :CF DF CG GE= ， 

(***) 式相當於 : :DF AD GE BE= ， 

於是 : :CF DF CG GE= ， : :DF AD GE BE= ， 

故得 : : : :CF DF DA CG GE EB= 。 
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特別當CF DF DA= = 時可得知CG GE EB= = 。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8888：：：：試說明平行四邊形對邊等長。（提示：連接對角線看

分成的兩個三角形是否全等。） 

例例例例 6666：：：：平面上三條平行線 L1、L2、L3被一直線 L 所截，交 L1、L2、
L3分別於 F、D 及 A，此三條平行線又被另一直線 M 所截，

交 L1、L2、L3分別於 G、E 與 B，截線 L、M 交於 C，如圖 10。

則 : : : :CF FD DA CG GE EB=  

            

M L

L3

L2

L1

圖10

E

G

C

BA

F

D

 

說明：僅看 ABC∆ 部分，比照圖 9(1)即可得知結論正確。 

步驟步驟步驟步驟 13131313：：：：再看一般的平行截線定理： 

已知平面上一組平行線 L1、L2、…、Ln被兩條截線 L、M

所截。分別交 L1、L2、…、Ln於 F、D、…，A 及 G、E、…、

B 且令 L、M 交於 C，如圖 11 所示。（圖中僅畫出 5 條） 
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B'

T'

K'

L4

L5

L M圖11

L1

L2

L3

E

G

T

K

A B

C

J

S

D

F

 

則 : : : : : : : :CF FD DJ JS SA CG GE EK KT TB=  

說明：看 J KC∆ ，由例 5 知 : : : :CF FD DJ CG GE EK= ； 

過 D 點作 'DB //EB且 'DB 分別交 L3、L4、L5於 'K 、 'T 、 'B 。

再看 'AB D∆ ，由例 5 知： : : ' : ' ' : ' 'DJ JS SA DK K T T B= ， 

但 'DK EK= ， ' 'K T KT= ， ' 'T B TB= 故得

: : : :DJ JS SA EK KT TB= ，合併得知：

: : : : : : : :CF FD DJ JS SA CG GF FK KT TB= ，特別當

KF FD DJ JS SA= = = = 時，得CG GF FK KT TB= = = = 。 

步驟步驟步驟步驟 14141414：：：：平行截線定理之應用 

例例例例 7777：：：：已知數線上標示代表 0、1 的點為O、、、、P，如圖 12 所示。 

       

L

圖12

N

M

VU P(1)O(0)

K
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請用本活動的方法，標出數線上代表
1

3
及

2

3
的點。 

作法說明： 

(1) 過原點O向右上方作一條射線 L。 

(2) 在 L 上選取適當長OK ，標出K 。 

(3) 在OK 延長線上再取出 M，N 使得KM MN OK= = 。 

(4) 連NP。 

(5) 再過K 、M 分別作NP的平行線交OP於U 、V 。 

(6) 由平行截線定理知 : : : :OK KM MN OU UV VP= ，故得

1

3
OU UV VP OP= = = ，而U 、V 分別表示

1

3
與

2

3
的點。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 9999：：：：在已標示出坐標 2，3 兩點的數線上，用本節的方法，

找出代表
1

2
3
及

2
2

3
的點。    

 

 

活動七活動七活動七活動七：：：：（總結論） 

(一) 你瞭解平行線的性質及其判別性質了嗎？ 

(二) 你知道兩條相交的相異直線得到兩組角度相等的對頂角

嗎？ 

(三) 你是否能用尺規作出過一直線外的一點平行於此直線的

 

        0    1    2    3 
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直線嗎？ 

(四) 你能清楚的說明三角形兩邊上的中點連線定理嗎？ 

(五) 你知道平行線截出比例線段嗎？ 

(六) 你能知道平行截線定理嗎？ 

(七) 你能用平行截線標示出數線上形如
1

5
、

2

5
、

3

5
、

4

5
的點嗎？ 

如果以上的問題有疑問的話，得再好好地查閱本單元的有關

內容或再請教老師或跟同學討論呢！ 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：：    

活動一： 

隨堂練習 1：(1)(2) 略。 

隨堂練習 2： 3 2 180∠ + ∠ = °∵ ， 1 2 180∠ + ∠ = °， 3 2 1 2∴∠ + ∠ = ∠ + ∠ ，

3 1∴∠ = ∠ 即 1 3∠ = ∠ ，同理 2 4∠ = ∠ 。 

隨堂練習 3，有無限多條共有的垂直線；有。 

活動二： 

隨堂練習 4：(1)(2) 略。   隨堂練習 5：略。 

活動三： 

隨堂練習 6：(1) 2 50∠ = ° (2) 是。 

活動五： 

隨堂練習 7：(略)。 
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活動六： 

隨堂練習 8：已知平行四邊形 ABCD（如圖） 

              

1 243
A B

CD

 

連 AC 得 1∠ 、 2∠ 、 3∠ 與 4∠ 。 ACD∆ 與 CAB∆ 中， 

1 4∠ = ∠∵ ， 2 3∠ = ∠ （內錯角相等）， AC AC= ， 

ACD∴∆ ～ CAB∆ （ASA 全等）， AD CB∴ = ，CD AB= 。 

隨堂練習 9：仿例 6。 

    

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：：    

1.下列平面上的各組直線被直線 L 截出八個角，哪些組是平行

線？ 

(1)                        (2) 

 

 

(3)                        (4) 

 

 

 

             L 

                 L 

         30° 

 
30° 

     

70°

L

69°

79°

L

80°
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(5) 

    

30°

150°

L

 

2.已知 ABCD 為平行四邊形，兩條對角線 AC 與BD交於O， 

試說明：DO BO= ， AO CO= 。 

                

O

D C

BA
 

3.四邊形 ABCD 中，若兩條對角線互相平分，試說明：ABCD 為平

行四邊形。 

4.如圖， ABC∆ 中，D 在 AC 邊上，E 在BC 邊上且知DE // AB，

3AC CD= ，說明 3AB DE= ， 2BE CE= 。 

                

  

 

     

 

ED

A B

C
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°°

E

DA B

C

E
D

A B

C

P

5.給定線段PQ（如圖），試將線段PQ五等分。 

                  
P Q

 

6.已知數線標示出 0，2 的兩點，試找出表示
2

3
，

4

3
的兩點。 

 

 

7.已知 ABC∆ 中， C∠ 的平分線交 AB於 D，過 B 作BE //CD， 

並交 AC 的延長於 E，如圖所示。 

（1）試說明 BEC∆ 為等腰三角形。 

（2）試說明
AC AD

BC DB
= 。 

 

8.等腰銳角 ABC∆ 中， AC BC= ，P 為 AB上的任意點，PD BC⊥    

於 D，PE AC⊥ 於 E，如圖所示。試說明：PD PE+ 為定值。 

    

 

 

 

 

指定作業參考解答： 

1.平行線(1)(3)(5)，不是平行線(2)(4)。 

 

    0           2 
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O

D C

BA

ED

A B

C

2.解法： ABCD∵ 為平行四邊形， AD BC∴ = ， 

 

 

 

又 DAO BCO∠ = ∠∵ （內錯角相等）， ADO CBO∠ = ∠ （內錯角相等）， 

ADO∴∆ ≌ CBO∆ ， DO BO∴ = ， AO CO= 。 

3.解法：四邊形 ABCD中， AC 與BD交於O  

已知 AO CO= ，DO BO= ， 

而 AOD COB∠ = ∠ （對頂角相等）， 

故 ADO∆ � CBO∆ ，於是 ADO CBO∠ = ∠ ，故 AD //BC ； 

同理，CD// AB，故 ABCD為平行四邊形。 

4.由平行截線定理知
CD CE

AD BE
= ，又

1

3
CD AC=∵ ，

2

3
AD AC∴ = ， 

故
1

2

CD

AD
= ，於是

1

2

CE

BE
= ， 2BE CE∴ = ， 

另由 DEC∆ ～ ABC∆ （AA 相似性質）， 

1

3

DE CD

AB AC
∴ = = ，

1

3
DE AB∴ = ，即 3AB DE= 。 

5.利用平行截線定理，仿例 7 的方法可將PQ五等分。 

6.利用平行截線定理，仿例 7 將 0，2 之間的線段三等分，第一個

等分點就代表
2

3
，第二個等分點代表

4

3
。 
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7.(1) 已知 ACD BCD∠ = ∠ ， BE∵ //DC，

ACD E∴∠ = ∠ ， BCD CBE∠ = ∠ ， 

CBE∴∆ 為底角 E∠ 與 CBE∠ 的等腰△。 

(2) CD∵ //BE，
AC AD

CE BD
∴ = ， 

又 CBE∆ 為兩腰長BC ，CE的等腰三角形，
AC AD

BC BD
∴ = 。  

8.作 AK BC⊥ 於K ，過 P 作PF AK⊥ 於F ， 

則PDKF 為矩形， PD FK∴ = 。 

在二直角 PAE∆ 與 APF∆ 中， 

EAP B APF∠ = ∠ = ∠ ， AP PA= ， PAE APF∴∆ ≅ ∆  

PE AF∴ = ， AF FK PE PD∴ + = + ， 

PE PD AK∴ + = 為 A到BC 邊上的高，故為定值。 

 

八八八八、、、、教學注意事項教學注意事項教學注意事項教學注意事項：：：：    

1.教學時間分配建議如下：引起動機（含教學說明）約 5 分鐘；

活動一約 10 分鐘，活動二約 20 分鐘，活動三約 10 分鐘（含

第一節課指定作業）；活動四約 10 分鐘，活動五約 15 分鐘，

活動六約 15 分鐘，活動七（含指定作業）約 5～10 分鐘。 

2.基本上，平行線被一直線所截產生八個角。我們僅專注同位

角與內錯角，其它的同側內角或同側外角可以不必提出來，這

°°

E

DA B

C

F

K

E
D

A B

C

P
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ED

A B

C

樣會比較單純些，應用上也就夠用了！ 

3.一組平行線被兩條相交直線截出的線段成比例，反之，一組

直線被兩條相交直線截出比例線段時，這一組直線一定是平行

線。這個逆敘述比較不重要，應用機會也不多，雖然說明起來

並不難（見下面的說明），不過對國中二年級就學得這樣完整，

恐怕負面的教學效果會較大。 

試說明：如圖 ABC∆ 中，D、E分別在 AC 與BC 邊上， 

        若
CD CE

AD BE
= 則DE // AB。 

 

說明：在 CDE∆ 與 CAB∆ 中， 

C C∠ = ∠ ，又
CD CE

AD BE
= ，則

AD BE

CD CE
= ，故 1 1

AD BE

CD CE
+ = + ， 

即
AD CD BE CE

CD CE

+ +
= ，

AC BC

CD CE
∴ = ，即

CD CE

AC BC
= ，配合 C C∠ = ∠ ，

CDE∴∆ ～ CAB∆ （SAS 相似）， CDE A∴∠ = ∠ ， 

DE∴ // AB（同位角相等）。 

4.指定作業第 7 題重點在
AC AD

BC DB
= ，配合本單元使用，如下左圖， 

過 B 作BE //CD且交 AC 的延長線於 E，而先得BC CE= ， 

再進一步利用平行截線定理去說明(2)。 
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° °°°

F
G

D

E

DA B

C

BA

C

 

單就(2)來說有一更直接的面積解說法：考慮 ACD∆ 及 BCD∆ ，

各以 AC、BC 為底，其高分別為DG與DF，利用 AAS 全等性質

得知 CDG CDF∆ ≅ ∆ ，故DG DF= ，如上右圖。 

所以 ACD∆ 的面積與 BCD∆ 的面積比為
AC

BC
，另一方面 ACD∆ 、

BCD∆ 也可看底分別為 AD與BD而對應高為由 C 到 AB

����

的垂直

線段，故此時為同高，所以 ACD∆ 的面積與 BCD∆ 的面積比為

AD

BD
，於是可得

AC AD

BC BD
= 。 

（這是內角平分線的一個簡易又極重要的性質。） 

5.在各活動間，教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

6.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：：    

1.蘇進發（2013）。平行四邊形，陳昭地主編：國民中學數學教
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材原型 C 冊(主題 4－1)。新北市：國家教育研究院。  

2. Posamentier, A. S. & Stepelman, J. (1986). Unit 39: The 

Criterion of Constructibility. In A. S. Posamentier, & J. 

Stepelman (Eds.) Teaching Secondary School Mathematics, 

(2nd ed.) (pp. 278-279). Columbus, OH：Merrill. 

3.已知線段a、b及單位長，試解說如何用尺規作圖作出ab與
b

a
。 

解說作法：已知a、b 兩線段及單位長，求作ab與
b

a
。 

先作ab：  

ba1

b

a

1

ab
L1

L2

(ii) a <1 ;  ab < b(i) a >1 ;  ab > b

L2

L1
ab

1
a

b

1 a b

B

A

M

N

B

A

M

N

C C
 

(1) 不妨設 1a ≠ （否則ab b= 就不必再作了！） 

(2) 作∠C，使得∠C 的兩邊分別為射線 L1和 L2。 

（夾角只要取適當大，即使是 30°或 45°也未嘗不可。） 

(3) 在 L1上取 M 點使CM a= ，並在 L2上取 N 點使 1CN = 。 

(4) 連接MN 。 
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(5) 在 L2上 N 的右上方取 A 點使得NA b= 。 

(6) 過 A 點作平行MN 的直線交 L1於 B。 

(7) 則由平行截線定理知MB ab= 即為所求。(如圖(i)或(ii)所

示) 

再作
b

a
：  

 

(1) 同理可設 1a ≠ 。 

(2) 同上作∠C，使得∠C 的兩邊分別為射線 L1和 L2。 

(3) 在 L1上取 M 點使CM a= ，在 L2上取 N 點使 1CN = 。 

(4) 連接MN 。 

(5) 在 L1的右方取 B 點使得MB b= 。 

(6) 過 B 點作平行MN 的直線交 L2於 A。 

(7) 則由平行截線定理知
b

NA
a

= 即為所求。(如圖（iii）或（iv）

所示) 
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4.如果學生會作 a （當然給定單位長 1AB = ）： 

a

a

D

OA CB
 

則可讓學生給定二線段a、b，試作
ab

a b+

，這是略具挑戰性的

問題。 
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主題主題主題主題 3333－－－－5555：：：：三角形的三心三角形的三心三角形的三心三角形的三心  

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生         撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：傅淑婷 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                     曹博盛               

(一) 知道三角形的中線、中垂線與內角平分線      陳昭地 

的意義。 

(二) 知道三角形全等的 SSS、SAS、ASA、AAS條件，並知

道直角三角形全等 RHS條件。 

(三) 知道等腰三角形的重心及重心到頂點的距離為重心到

對邊中點距離的兩倍。 

(四) 知道等腰三角形中，三邊上的三條中垂線交於一點，此點

即將被稱為此等腰三角形的外心，外心到三頂點等距離。 

(五) 知道等腰三角形中，三內角的三條平分線交於一點，此

點被稱為此等腰三角形的內心，內心到三邊等距離。 

(六) 知道平行四邊形的定義：兩組對邊互相平行的四邊形。 

(七) 知道平行四邊形兩組對邊等長，且兩對角線互相平分。 

(八) 知道對角線互相平分的四邊形必為平行四邊形。 

(九) 知道平行截線性質。 

(十) 知道線段之中垂線上任意點到線段兩端點等距離；平面

上跟線段兩端等距離的點必在此線段的中垂線上。 

(十一) 知道角平分線上任意點到角的兩邊等距離；平面上到
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角的兩邊等距離的點必在此角的平分線上。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 瞭解三角形之三中線交於一點 G，並稱 G為此三角形的

重心。 

(二) 瞭解三角形的重心到頂點的距離等於重心到對邊中點 

距離的兩倍。 

(三) 瞭解三角形之三條中線分三角形為六個面積相等（等

積）的小三角形。 

(四) 已知△ABC之三中線長 ma、mb及 mc，能作出△ABC

使其中線長為 ma、mb及 mc。 

(五) 知道不共線的三點，恰有唯一的圓通過此三點。 

(不共線的三點決定一圓) 

(六) 瞭解三角形三邊上的三條中垂線交於一點，且此點到三

頂點等距離。以此點為圓心，等距離的長為半徑，可作

一圓，此圓被稱為三角形的外接圓；因此此點被稱為三

角形的外心。 

(七) 瞭解三角形三內角平分線交於一點，且此點到三邊等距

離。以此點為圓心，等距離的長為半徑，可作一個內切

於三角形的內切圓；因此此點被稱為三角形的內心。 

(八) 知道三角形兩中線的交點就是重心，兩中垂線的交點就
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是外心，而兩內角平分線的交點就是內心。 

(九) 知道有兩條中線等長的三角形，一定是等腰三角形。 

(十) 知道銳角三角形三高交於一點(垂心)的事實，並知道直

角三角形的垂心就是直角頂點。 

四四四四、、、、教學教學教學教學時間時間時間時間：：：：90分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

(一) 本單元宜充分利用先前已介紹過等腰三角形三中線交

於一點(重心)，三邊上的中垂線交於一點，且三內角平

分線亦交於一點為動機，引入本單元主題：三角形三心

的問題。 

(二) 在三心中，以重心最為重要，外心、內心則為次要，故

值得花一節課的時間來學習重心及其相關性質。 

(三) 銳角三角形的垂心問題只是為將來學習第五章單元主

題：銳角三角形的九點圓作準備，不準備教該單元的老師

可以忽略掉不教活動五。畢竟它不是主角僅是配角而已。 

(四) 本單元的寫法有別於一般國中數學教科書，教學時應花

足夠時間閱讀本文(包含教學注意事項與教學參考資

料)，以能順利圓滿的達到教學目標。 

(五) 若教學時間不足，則可只選用本單元的部分適當題材來

教學，其餘部分可充作學生自學用。 
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(六) 利用 Powerpoint檔或學習單，可提昇本單元的教學效果。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

我們學過了等腰三角形之三中線交於重心 G，而且重心到頂

點的距離等於重心到對邊中點距離的兩倍，而正三角形不只三中

線交於一點且此點有很特殊的性質。下面我們就來探討一般的三

角形是否有類似的性質。 

活動一活動一活動一活動一：：：：任意三角形也一樣，它們的三條中線也會交於一點，此

點稱作三角形的重心。我們就以下列一系列的步驟 1〜4

來完成這個特徵的想法，並把精簡的寫法表達在步驟 5。 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：由平面上不平行的兩直線必相交，如果三中線交於一點，

那麼，這一點一定可以先由其中的兩條來決定。 

如圖 1-(1)，△ABC中， 

D、E分別為 CB 和 AC的中點， 

這兩條中線 AD 和 BE不會平行， 

必然會相交於一個點 G； 

如果過頂點 C的中線也過 G點的話，那麼自然期待連CG

並延長CG必交 AB上的一點 F，F必然會是 AB邊上的中

點，如何說明清楚呢？ 

事實上我們有更大的期待，三中線不僅交於一點 G， 

且如同等腰三角形一樣 GFCG 2= 。 

圖1-(1)

G
E D

A B

C
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圖1-(2)

F

K

G
E D

A B

C

圖1-(3)

F

K

G
E D

A B

C

為此，我們將CG 延長交 AB於 F， 

再更延長些取 FKGF = ， 

再連接 AK與 BK ，如圖 1-(2)  

 

 

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：再盯注四邊形 AGBK， 

如果 F為 AB的中點，  

則由 FKGF = ， BFAF = ， 

其對角線互相平分， 

因此 AGBK為平行四邊形。 

直接從上面的作法，要知道 AGBK為平行四邊形，似乎

找不出門路，基於這個觀點，原來圖 1-(2)的作法，就得

作一些變通。至少使得 BGAK // ，因此不直接取

FKGF = ，而取代成過 A點作 BE的平行線交CG的延長

線於 K，此時仍然設GK交 AB於 F，再連 BK ，則得四

邊形 AGBK，且知 BGAK // ，只要再設法說明 F 同時是

GK與 AB的中點，那問題不就解決了！ 

步驟步驟步驟步驟 3333：：：：(關鍵的一步)，盯住圖 1-(3)中的△AKC， 

∵E為 AC的中點， AK//EG ， 

∴G為 KC 的中點。 
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圖2

F

K

G
E D

A B

C

再盯住△BKC，D為 BC的中點，G為CK 的中點， 

∴GD // BK  

∴ BK//AG  

而∵ BG//AK ， BK//AG  

∴AGBK為平行四邊形 

步驟步驟步驟步驟 4444：：：：最後由 AGBK為平行四邊形，知其對角線互相平分於 F，

即得 F為 AB的中點；綜合言之，三角形 ABC之三中線交

於一點 G，此點 G稱為△ABC的重心重心重心重心。 

步驟步驟步驟步驟 5555：：：：從步驟 1到步驟 4得 G為三中線的交點，如果把它從頭

到尾的想法都寫出來，其中還包括變更策略的情況，才得

結論的話，那就有點像在寫一篇作文那麼長，如何用精簡

的符號及程序寫出來？可以表述如下： 

(1) △ABC中，D、E分別為 CB 與 AC的中點，得中線 AD

與 BE，設此兩中線交於 G。如圖 2(不含虛線部分) 

(2) 連CG並設CG的延長交 AB於 F。 

(3) 過 A點作 BE的平行線， 

交CG的延長線於 K。 

(4) 連 BK ，得四邊形 AGBK。 

(5) △AKC中，E為 AC的中點且 AK//EG ， 

∴G為 KC 的中點。 
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圖3

F

G
E D

C

BA

(6) △BKC，G為CK 的中點，D為 BC的中點， 

∴ BK//GD  

∴ BK//AG  

(7) ∵ BG//AK 且 BK//AG  

∴AGBK為平行四邊形 

(8) ∵AGBK為平行四邊形， AB、GK為其對角線 

∴ FBAF = ，亦即CG通過 AB的中點，  

故三中線 AD、 BE與CF交於一點 G。 

像這樣的精簡寫法，不把思考的過程寫出來，就是同學要學習

才能達到的！ 

 

活動二活動二活動二活動二：：：：三角形重心的性質及其副產品 

接著我們也學上面精簡的寫法來描述重心的性質。 

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：我們接步驟 5的(1)〜(7)〜(8) 

 

 

 

 

(9) 又∵AGBK為平行四邊形， 

∴ KBAG = ， AKGB = ， FKGF =  
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(10)而△AKC中，E、G為 AC、CK 的中點 

 ∴ AKEG
2

1
= ，即 EGAK 2=  

 同理， BKGD
2

1
= ，即 GDBK 2=  

 又 GKCG = 得 GFCG 2=  

(11)由(9)、(10)得 GDBKAG 2== ， 

EGAKBG 2==

 
而 GFCG 2=  

(12)綜合得之，重心 G到各頂點的距離為重心到對邊中點 

距離的兩倍。 

步驟步驟步驟步驟 7777：：：：於是可簡化圖 2到圖 3，三條中線將△ABC分成六塊小 

三角形。在等腰三角形的情況，這六塊小三角形是面積

相等的小角形，也就是每個小三角形的面積都是原三角

形 ABC面積的六分之一。在一般情況的△ABC的三條

中線是否也是分此三角形為六塊面積相等的小三角形

呢？答案是肯定的。 

步驟步驟步驟步驟 8888：：：：  

如何說明△AGF=△BGF=△BGD=△CGD=△CGE=△AGE？ 

(1) 先看△AGF=△BGF： 

∵GF 為△AGB的中線，中線把三角形分成面積相等的

△AGF與△BGF(∵它們是等底同高) 
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圖4

G

A B

C

∴△AGF=△BGF 

(2) 同理，△BGD=△CGD，△CGE=△AGE 

(3) 只要再說明△AGF=△AGE，△BGF=△BGD 

亦即△AGF=
2

1
△AGC，△BGF=

2

1
△BGC即可。 

為此，把△AGF表成 ×GF
2

1
(A到CF的高) 

        △AGC表成 ×CG
2

1
(A到CF的高) 

於是
2

1

AGC△

AGF△
==

CG

GF

∴△AGF=
2

1
△AGC 

同理
2

1

BGC△

GFB△
==

CG

GF

∴△BGF=
2

1
△BGC 

(4) 綜合以上得到這六塊小三角形的面積彼此相等。 

這就是三角形重心性質的一個極重要的副產品。 

步驟步驟步驟步驟 9999：：：：由步驟 8的肯定答案， 

如果把圖 3 再簡化到圖 4， 

其中 G為△ABC的重心。 

又可以馬上得到 

△AGB=△BGC=△CGA=
3

1
△ABC 

換言之，重心 G到三頂點的連線段把△ABC的面積 

三等分成△AGB、△BCG、△CGA。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：    

(1) 如果△ABC內有一個 G點，把 G點跟三頂點連接起來，發

現△AGB=△BGC=△CGA，那麼 G點是否一定是△ABC

的重心？(答案是肯定的，請參見指定作業第 2題。) 

(2) 如果△ABC中，有兩條中線等長，那麼△ABC一定是等腰

三角形嗎？(請簡述理由) 

步驟步驟步驟步驟 11110000：：：：綜合活動一、二的 9個步驟及隨堂練習 1-(1)，我們到

目前得到如下的結論： 

(一) 三角形三條中線交於一點，此交點稱為重心。 

(二) 三角形重心到頂點的距離等於重心到對邊中點距離的兩

倍。 

(三) 三角形任一條中線把原三角形分成兩個面積相等的小三

角形；三條中線把原三角形分成六個面積相等的小三角形。 

(四) 重心到三頂點的連線把原三角形分成三個面積相等，具有

共同頂點為重心的小三角形，這是一項三角形重心的特徵。 

 

活動三活動三活動三活動三：：：：比照等腰三角形三邊上的三條中垂線交於一點，探究一

般的三角形其邊上的三條中垂線也交於一點。我們以下

列步驟 11〜12來逐序說明。 
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圖5

L

M

A B

P

圖6-(1)

O

F

E D

C

BA

圖6-(2)

O

A B

C

步驟步驟步驟步驟 11111111：：：：首先回憶一下，中垂線有甚麼性質： 

如圖 5，L為通過 AB中點M的中垂線， 

P為 L上任一點，用 SAS全等性質， 

可知△AMP ≅△BMP  ∴ PBPA = 。 

即中垂線上的任意點 P與線段的兩端 A、B等距離。 

相反地，若 PBPA = ，則△AMP ≅△BMP(SSS全等)， 

故∠AMP=∠BMP，而∠AMP+∠BMP=180∘， 

所以∠AMP=∠BMP=90∘,即 ABPM ⊥ ， 

∴P在 AB的中垂線上。 

步驟步驟步驟步驟 11112222：：：：利用上面所提中垂線性質，就如等腰三角形的情況。    

令△ABC中，D、E分別為 CB 與 AC的中點， 

CB 邊過 D點的中垂線與 AC邊過 E點的中垂線 

交於 O點，如圖 6-(1)所示。 

則 OCOB = ， OAOC =  

∴ OAOB =  

∴O點在過 AB邊中點 F的中垂線上。 

於是完成三條邊上的中垂線交於一點 O的完整說明。 

步驟步驟步驟步驟 11113333：：：：完成三中垂線交於一點 O 後， 

我們可以發現 OCOB ==OA 。 

於是以 O為圓心， 
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OA為半徑得圓 O， 

除 A、B、C三頂點在圓 O的圓周上， 

其餘△ABC 都在圓 O的內部，我們稱圓 O為△ABC的

外接圓外接圓外接圓外接圓，△ABC為圓 O的內接三角形內接三角形內接三角形內接三角形。於是圓心 O，

即三條邊上的中垂線交點，就被稱作△ABC的外心外心外心外心，顧

名思義，外心 O就是△ABC外接圓的圓心。 

合併步驟 11〜13，我們得到結論：△ABC三邊的中垂線交於

外心 O，外心 O到三頂點等距離，此距離即為△ABC外接圓的半

徑長。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：：：： 

(1) 在平面上任意作兩圓，將這兩圓相交的情況一一列舉出來。 

(2) 圖 6-(2)中，△ABC的外接圓外，還有沒有其它的外接圓

呢？請利用(1)中的發現，解釋你的答案。 

圖7

(3)鈍角三角形(2)直角三角形(1)銳角三角形

O

O

O
A B

C

A B

C

A B

C
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L

圖8

Q

P

M M'

L1

L2

L3

圖9

Q'

Q

A
P

隨著三角形的情況，外心在銳角三角形的內部，而直角三角

形的外心恰好在斜邊的中點，鈍角三角形的外心則在三角形的外

部，如圖 7之(1)(2)(3)所示。 

我們最後再來檢驗三角形三內角平分線是否如同等腰三角形

一樣，會交於一點呢？若如此，其交點又有何性質呢？看下面的

活動四。 

 

活動四活動四活動四活動四：：：：比照等腰三角形三內角平分線交於一點，任意三角形的

三內角平分線是否交於一點及此交點有何種的特徵呢？

我們就以如下的步驟 14來解說。 

步步步步驟驟驟驟 11114444：：：：首先回顧一下角平分線有如下重要有用的性質： 

(1) 所謂一點 P到一直線 L的距離，係指過 P作 L的垂直線段

PQ之長，稱 Q為垂足垂足垂足垂足， 

L上其它異於垂足 Q的點M或M '，
  

PM或PM'都大於PQ，如圖 8。 

(2) 圖 9，∠A的頂點 A，兩邊為 L1，L2； 

L3為平分∠A的平分線， 

P為 L3上任意異於 A的點， 

1LPQ ⊥ ， 2PQ' L⊥ (Q、Q '為垂足)  

則△APQ ≅△APQ ' (SAS全等) 

∴PQ PQ'= ，亦即角平分線上的點到角的兩邊等距離。 
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圖10-(2)

RQ

P

I

A B

C

圖10-(1)

RQ

P

IE D

C

BA

(3) 相反地，若 P點為∠A內部的一點，P到∠A的兩邊等距

離。即圖 9中，已知 1LPQ ⊥ ， 2PQ' L⊥ 且PQ PQ'=

 
則△APQ與△APQ為斜股相等的全等三角形(RHS全等)， 

所以∠PAQ =∠PAQ '。得知 P在∠A的平分線 L3上。 

步驟步驟步驟步驟 15151515：：：：如圖 10-(1)，△ABC中， AD平分∠CAB， BE平分 

∠CBA。設此兩條角平分線交於 I，過 I點向三邊作    

垂線，分別交三邊於 P、R及 Q。 

∵ AI平分∠CAB  

∴ IQIP =

 
又∵ BI平分∠CBA 

∴ IRIP =

 
故得 IRIQ =

 
再由步驟 14-(3)知 I在∠C的平分線上。 

換言之，△ABC三內角平分線交於一點 I，完成初步說明。 

再者由圖 10-(1)中知 IRIQIP == ， 

且 ABIP ⊥ ， ACIQ ⊥ 及 BCIR ⊥ 。 

故以 I為圓心， 

IP為半徑的圓 I， 

分別通過 P、Q、R三點， 

且圓 I與三邊都恰有一交點，我們就說圓 I與三邊相切。
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圖11-(1)

E

F

D

B

C

A

於是圓 I就稱為△ABC的內切圓內切圓內切圓內切圓，於是交點圓心 I就被

稱作△ABC的內心內心內心內心，△ABC也就被稱為圓 I的外切三外切三外切三外切三

角形角形角形角形，而圓 I通過△ABC三邊的點 P、Q、R被稱作切切切切

點點點點，如圖 10之(2)所示。 

 

活動五活動五活動五活動五：：：：比照等腰銳角三角形三邊上的高交於一點，那麼一般的

銳角三角形之三高是否仍然交於一點，如果交於一點，

此交點該如何被命名？為回答這個交點問題，以純幾何

圖形的方法來解說是具有挑戰性，也頗技巧的，有如變

魔術一樣，要借用如下的「變心」方法： 

 

 

 

(1) 已知△ABC是銳角三角形， AD、 BE及CF為其三高， 

如圖 11-(1)所示。 

(2) 過三頂點 A、B、C分別作與對邊 BC、 AC及 BC平行的

直線，其兩兩交點記作 'A 、 'B 與 'C ，如圖 11-(2)所示。 

(3) 利用兩平行四邊形 'A CAB與 B 'CBA中， 

ABCA =' ， ABCB =' ∴ CBCA '' = ， 

即知 C為 '' BA 的中點。 
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圖11-(2)
C'

B' A'

H

E

F

D

A B

C
 

 

 

 

 

 

(4) 再由 ABBA //'' ， ABCF ⊥

 
知∠B 'CF=90∘ 

即得CF為 '' BA 的中垂線。 

(5) 同理， AD為 ''CB 的中垂線， BE為 ''CA 的中垂線。 

(6) 由△ ' ' 'A B C 之三邊中垂線交於一點(外心)，故原銳角三

角形 ABC的三高交於一點。 

以上就是頗技巧的方法，新△ ' ' 'A B C 的外心就是原△ABC

三條高的交點，此交點記作 H，被命名為△ABC的垂心垂心垂心垂心。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：  

(1) 如果△ABC是直角三角形，∠C=90∘，則其垂心在哪裡？ 

(2) 如果△ABC是鈍角三角形，則其三高顯然不交於一點，想

想看三高的延長線會相交於一點？ 
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活動六活動六活動六活動六：：：：(總結論) 

(一) 本主題△ABC的三心指的是重心、外心與內心，可能另

有一心(垂心)，但它畢竟不在我們的主題範圍內。 

(二) 三角形三中線交於重心，三邊中垂線交於外心，而三內

角平分線則交於內心。 

(三) 一條中線把三角形分成面積相等的兩個小三角形，三條

中線把三角形分成六個面積相等的小三角形。 

(四) 重心到三角形的頂點距離恆為重心到對邊中點距離的兩

倍，而且重心與三頂點的連線把原三角形分成三個面積

相等的小三角形。 

(五) 有兩條等長中線的三角形必為等腰三角形。 

(六) 三角形三邊中垂線交於外心，外心到三頂點等距離。以

外心為圓心，外心到一頂點的距離長為半徑，可作三角

形的外接圓，原三角形稱作此外接圓的內接三角形。 

(七) 三角形的外心位置，當銳角三角形時在形內，當直角三

角形時在邊上的中點，當鈍角三角形時在形外。 

(八) 三角形三內角平分線交於內心，內心到三邊等距離。以

內心為圓心，並以內心到任一邊的距離為半徑長作內切

圓。原三角形稱作此內切圓的外切三角形，內切圓與其

外切三角形之三邊都僅各交於一點(切點)，切點與內心的

連線與原三角形的一邊互相垂直。 
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G
E D

A B

C

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

隨堂練習 1： 

(1) 參考指定作業 2之解答。 

(2) 如圖：已知△ABC中 AD、BE為兩邊 BC與 AC上的中線，且

BEAD = ，欲說明 BC = AC。 

○1  設 AD交 BE於 G，則 G為重心。 

○2  ∵ BEBG
3

2
= ， ADAG

3

2
= 且 ADBE =  

∴ BGAG = ， EG DG=      

○3  在△AEG與△BDG中 

∵ BGAG = ， EG DG= ，∠AGE =∠BGD 

∴△AGE ≅△BGD (SAS全等) 

∴ AE BD=

 
○4  ∵ 2AC AE= ， 2BC BD= 且 AE BD=  

∴ BC = AC  

隨堂練習 2： 

(1) 或者同圓，或者相交於二點，或者相交於一點，或者不相交。 

(2) 沒有兩個外接圓，否則兩圓相交於三個點(不合)。 

隨堂練習 3： 

(1) 直角三角形的垂心是直角頂點 C。 
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MA B

C

G

A B

C

(2) 鈍角三角形的三高延長線會相交於一點。理由可以仿照變心法

去解說。 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.如右圖△ABC中， 

M在 AB上，且△AMB=△BMC， 

試說明CM 為△ABC的一條中線。 

2.如圖，設 G為△ABC內部的一點，且△AGB=△BGC=△CGA， 

試說明 G為△ABC的重心。 

(提示：延長 AG交 BC於 D，則
GCD△

AGC△

GD

AG

GBD△

AGB△
== ) 

 

 

 

3.把△ABC的三邊記作AB = c、AC = b、BC = a，並把三中線

AD、BE、CF分別記作 ma、mb及 mc，試說明：ma+mb > mc，

ma + mc > mb，mb + mc > ma。 

4.給定三中線長 ma、mb及 mc，(任兩中線和大於第三條中線)

試用尺規作圖作出△ABC，使其三條中線長為 ma、mb及 mc。 

(提示：如圖 2，先以
3

2
ma、 3

2
mb及 3

2
mc為邊長作出△GAK

得一頂點 A。) 
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MA B

C

5.試用你認為最簡單的理由說明：直角三角形的外心恰為其斜

邊上的中點。 

6.試說明正三角形的重心、外心與內心都是正三角形內的同一點 

7.試說明正三角形的垂心(三高的交點)也跟其它三心都是三角

形內同一點。 

8.已知三線段 c
b a h> > ，試用尺規作圖，作出如圖的△ABC與

△A B 'C。要求其中 aCBBC == ' ， bAC = ， AB 和 'AB 邊上

的高 c
CD h= 。 

 

 

 

9.△ABC為銳角三角形，AD、BE為其二條高，試說明 A、B、

D、E四點在同一圓上。(提示：圓心為 AB的中點 O。) 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

  1.∵
BM

AM

BMC△

AMC△
= 而△AMC=△BMC， 

∴ 1
BM

AM
=

  

∴ BMAM =

   

∴CM 為△ABC的一條中線。 

  2.解說法： 

 

h c

a a

b

B' DA B

C
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F

G
E D

C

BA

圖2F

K

G
E D

A B

C

(1) 延長 AG交 BC於 D，得△GCD與△GBD 

(2)

 
GCD△

AGC△

GD

AG

GBD△

AGB△
==  

   ∵△AGB=△AGC 

   ∴△GBD=△GCD 

(3) ∵
CD

BD

GCD△

GBD△
=   ∴ 1

CD

BD
=

 

   

即得 CDBD = ，D為 BC的中點，即 AD為△ABC的中線。 

(4) 同理，GB 延長交 AC於 E時，E為 AC的中點，即 BE為 

   △ABC的另一條中線，其交點 G就是△ABC的重心。 

 

 

 

  3.說明：看步驟 5之圖 2，△GAK即為以
3

2
ma、 3

2
mb及 3

2
mc

為邊長作出的三角形，而三角形任兩邊長之和大於第三邊， 

於是得
3

2
ma+

3

2
mb > 3

2
mc， 

      
3

2
ma + 3

2
mc > 3

2
mb， 

      
3

2
mb +

3

2
mc > 3

2
ma。 

故得知：ma+mb > mc，ma + mc > mb，mb + mc > ma。 
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O

D

C

BA

E

G
DE

F

C

A B

 4.說明(略解)(參考圖 2)： 

由提示中先得頂點 A 後，取GK的中點 F，連 AF 並延長到 B，

使 AFBF = 而得到第二個頂點 B。最後向上延長KG到 C，

使 KGCG = 則作出第三個頂點 C，則△ABC為所求。 

  5.直角三角形斜邊上的中點跟三頂點等距離，故斜邊上的中點

即為外心。如下圖，直角△ABC，∠C=90∘過 AC、 BC的

中點分別作中垂線，則由此二中垂線分別平行兩股 BC與

AC，故此二中垂線必都過 AB的中點，於是直角三角形的外

心 O就在斜邊上的中點。 

 

 

 

  6. △ABC為正三角形， AB邊上的中垂線 CF必過頂點 C， 

所以中垂線段CF即為 AB邊上的中線；同時中垂線段CF平

分∠C，故為∠C的角平分線；同理，BC邊上的中垂線段 AD

也是 BC邊上的中線，同時也是∠A的角平分線，其交點均

為同一點 G。即正三角形中，重心=內心=外心。 
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h c

a a

b

B' DA B

C

O

E

E

D

A

C

B

  7.仿 6，可說明CF、 AD、 BE 都是△ABC的三高，因此三高

的交點 H，重心 H也跟其他三心都是同一點 G(重心)。 

  8. (1) 先以 b為斜邊，hc為一股長作出直角△ADC，∠D=90∘。 

    (2) 再以 C為圓心，a為半徑作圓弧，則圓弧交 AD於 B '，交

AD的延長線於 B，則△ABC與△A B 'C即為所求。 

 

 

 

  9.直角△ABD及直角△ABE，直角頂點 D、 E 都跟 AB的中點

O等距離，即 AB
2

1
OEODOBOA ==== ，故知 A、B、C、

D四點在同一圓上。 

 

 

 

 

八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項：：：： 

1.教學時間分配建議如下：教學說明(含教學動機)約 5分鐘，

活動一(含步驟 1~5) 約 30分鐘，活動二(不含隨堂練習 1之

(1)(2)，此練習經簡單提示後可充作第一堂課後指定作業用) 
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約 10分鐘，活動三(含隨堂練習 2) 約 20分鐘，活動四約 15

分鐘，活動五約 5分鐘，活動六(含課後指定作業)約 5分鐘。 

2.必要時，可將本單元主題彈性延長 30分鐘。(加強作業指導)。。。。 

3.在各活動間，教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

4.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.傅淑婷，曹博盛，陳昭地(2013)。處處多數是等腰三角形，陳

昭地主編：國民中學數學教材原型 C 冊(主題 3-3)。新北

市：國家教育研究院。 

2.傅淑婷，曹博盛，陳昭地(2013)。平行線與平行截線定理，陳

昭地主編：國民中學數學教材原型 C 冊(主題 3-4)。新北

市：國家教育研究院。 

3.蘇進發(2013)。平行四邊形，陳昭地主編：國民中學數學教材

原型 C 冊(主題 4-1)。新北市：國家教育研究院。 

4.李政豐，陳昭地(2013)。銳角三角形的九點圓，陳昭地主編：

國民中學數學教材原型 C 冊(主題 5-5)。新北市：國家教

育研究院。 

5. Posamentier, A. S. & Stepelman, J. (1986). Unit 37: The 
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Inaccessible Angle. In A. S. Posamentier, & J. Stepelman 

(Eds.) Teaching Secondary School Mathematics, (2nd ed.) 

(pp. 274-275). Columbus, OH：Merrill. 

6.可提供下列做模糊角的角平分線問題充作彈性教學補充用。

示意圖如下，在一高山的一邊山下，已建好兩條筆直的道路

L1、L2，L1與 L2不平行，其交點落在不可到達的山之內部。

由於數年後兩道路交通使用太大，不符合居民的需求，為充

分紓解交通，擬在 L1、L2中間建第三條路 L3。基於公平原則，

要對原道路兩邊的居民同樣的方便起見，要求 L3恰好蓋在

L1與 L2的交點為頂角，L1、L2為角的兩邊所形成的角之平分

線上。請問應如何設計 L3的位置？ 

法(一) (模糊等腰三角形法)： 

在 L2上取適當的點 B，作過 B平行 L1的直線 L，在 L2上取

一點 P，L上取一點 Q，如下圖所示。 

      

ββββ

L

L1

L3

L2

高山

αααα αααα

M

A

B

P
Q
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再作∠PBQ的平分線，向上延長此平分線交 L1於 A，則 

∠β=∠α，形成模糊頂點及兩頂點 A、B的等腰三角形，最

後取 AB的中點M，過M作 AB的中垂線 L3即為所求。 

法(二)(內心法)： 

在 L1上取一點 A，L2上取一點 B，則形成模糊△ABC(C為

模糊頂點)，作∠A與∠B的兩條角平分線交於山下同一邊的

點 P。同理在 AB的右側作平行 AB的直線交 L1、L2於 E、F

點，則形成模糊△EFC，作∠E與∠F的角平分線交於山下同

一邊的點 Q，連 PQ並延長 PQ，即得直線 L3的位置。 

     

L3

L2

L1

高山高山高山高山
P

B

Q

F

E

A
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主題主題主題主題 3333－－－－6666：：：：正五邊形正五邊形正五邊形正五邊形與黃金三角形與黃金三角形與黃金三角形與黃金三角形  

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：傅淑婷  

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                      

(一) 瞭解三角形全等的意義。   

(二) 瞭解三角形 SSS、SAS、ASA、AAS、RHS 全等性質。 

(三) 瞭解三角形相似的意義。 

(四) 瞭解三角形 AA、SSS、SAS 相似性質。 

(五) 能利用直尺圓規作基本作圖。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 能在正五邊形連接五條對角線的複雜圖形中，分辨出全

等三角形與相似三角形。 

(二) 能瞭解正五邊形連接五條對角線的圖形中，各線段的比

例關係。 

(三) 能認識黃金三角形。 

(四) 能尺規作圖畫出黃金三角形與正五邊形。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

正五邊形連接五條對角線後，會形成很多三角形。先以全等

三角形來分類，認識圖形中各種等腰三角形，並計數全部三角形

的個數。再利用相似三角形的概念，認識正五邊形中各種線段間
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的黃金比例關係。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：老師在黑板上畫了一個正五邊形 ABCDE，再把五條對角

線連接起來，設交點為 P、Q、R、S、T，請同學觀察圖

形中共有多少個三角形？ 

               

T

P

Q

SR
E

A

B

C D
 

這個題目看起來很簡單，似乎連小學生也會做，但是如

果毫無章法隨意數三角形，很容易遺漏任何一個。所以

利用我們學過的全等三角形，將所有三角形分類計算，

則可以達到事倍功半的效果。 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：所謂正五邊形就是指五個邊都相等，五個內角也都相等的

五邊形，可以求出每一個內角=       度。請說明理由。。。。 

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：正五邊形 ABCDE 中，連接對角線 EB 、 DB ，可以得到

△ABE 和△BCD，請說明△ABE 和△BCD 是否全等？和

△ABE 全等的這一類三角形共有      個。所以我們可以

推理出正五邊形中，五條對角線等長。 
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T

P

Q

SR
E

A

B

C D
 

步驟步驟步驟步驟 3333：：：：觀察△ABE 中，因為△ABE 為等腰三角形，所以可以求

出兩底角∠ABE=∠AEB=       度，同理可以發現此類

相同的角共有 10 個。再推算出五角星形的尖端 

∠EBD=      度，圖形中所有 36∘的角共有     個。 

步驟步驟步驟步驟 4444：：：：請說明△ABE 和△PBE 是否全等？重新檢視步驟 2 中，

和△ABE 全等的這一類三角形共有      個。 

  

4444333322221111
T

P

Q

SR
E

A

B

DC
 

步驟步驟步驟步驟 5555：：：：請說明△ABR 和△BCQ 是否全等？和△ABR 全等的這一

類三角形共有      個。 
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11112222 3333 4444 T

P

Q

SR
E

A

B

DC  

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：請說明△ARS 和△BRQ 是否全等？和△ARS 全等的這一

類三角形共有      個。 

T

P

Q

SR
E

A

B

C D
 

步驟步驟步驟步驟 7777：：：：請說明△ACD 和△BDE 是否全等？和△ACD 全等的這一

類三角形共有      個。 

 

T

P

Q

SR
E

A

B

DC
 

步驟步驟步驟步驟 8888：：：：以 BA 為一邊，觀察△ABS 和△ABQ；又以 CB 為一邊，

觀察△BCR 和△BCP，請說明上述四個△是否全等？和
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△ABS 全等的這一類三角形共有      個。 

T

P

Q

SR
E

A

B

DC    

T

P

Q

SR
E

A

B

DC  

步驟步驟步驟步驟 9999：：：：將所有三角形依全等的情況作分類，共有      種全等三

角形，計算所有三角形總共有      個。 

 

活動二活動二活動二活動二：：：：觀察活動一中數過的所有三角形，你是否發現它們都是

等腰三角形？而且我們可以算出圖形中任意角的度數，

所以用角度分類，可以將這些等腰三角形分成兩類：一

種是 108∘、36∘、36∘，一種是 36∘、72∘、72∘。

這些線段很多等長，不等長的也有很漂亮的比例關係，

讓我們來研究看看。 

1111

y

x

y
1111 y

d y

T

P

Q

SR
E

A

B

DC  
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步驟步驟步驟步驟 11110000：：：：觀察圖形中的各種線段，先將等長的分類如下： 

(1) 設正五邊形邊長為 1，則 EADECDBCA ====B =1 

是否 1B == RES ？請說明理由。。。。                  

(2) 設對角線長 EB =x，則 CEBDADACE ====B =x 

(3) 設 ETESBQBRASAR ====== ....... =y 

(4) 想想看 PQRST 是正五邊形嗎？假設邊長為 d。 

步驟步驟步驟步驟 11111111：：：：為了求出對角線的長度，可以觀察圖形中△ABE 和△ABR 

是否相似？請說明理由。                          

利用等腰△ABE 和△ABR 相似，則對應邊成比例， 

所以兩個等腰△的腰：底邊=1：x = (x－－－－1)：1 

列式得 x
2－－－－x－－－－1=0

  

解出 x=
2

51±

(－－－－不合) 

已知 5 ≒2.236……代入可算出 x≒1.618……
 

這個數在數學上有很多美麗的特性，我們特別稱為大黃金比例。 

步驟步驟步驟步驟 12121212：：：：接著算出△ABR 的腰長 y，有兩個想法可以求 y： 

(1) 因為△ABE 和△ABR 相似。 

1111 1111

x

•••• ••••

T

P

Q

SR
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A

B

DC DC

y
y1111

••••

••••

T
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A
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DC  
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所以兩個等腰△的腰：底邊=1：x = y：1 

∴ 2

15

2

51

11 −
=

+

==

x
y

 

(2) ∵ 1B −=−== xREBERy ， 

∴
2

15
1

2

51 −
=−

+
=y

 

觀察這兩種作法求出的 y， 

已知 5 ≒2.236……代入可算出 y ≒0.618…… 

我們特別稱這個數為小黃金比例。 

你發現大、小黃金比例有何關係？ 

步驟步驟步驟步驟 13131313：：：：觀察圖形中，角度是 36∘、72∘、72∘的所有等腰△，共

有大、中、小三類。 

y
d

y y

y

1111

y

y

d

y1111

1111

1111

x x

SR

A

Q

A

B

T

P

Q

SR
E

A

B

A

DCC D
 

如上圖中的△ACD〜△ABQ〜△ARS 

所以大、中、小等腰△的腰：底邊=x：1=1： y = y：d 

這四個不等長的線段 x、1、y、d 形成很漂亮的比例關係，
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x>1> y>d 依序以            的比例縮小， 

d <y<1< x 依序以            的比例放大。 

歸納前面已算出
2

51+
=x ，

2

15 −
=y  

請算出 d 的長度=             。 

而這些角度是 36∘、72∘、72∘的所有等腰△，因為腰

長與底邊的比成大黃金比例，特別稱為黃金三角形黃金三角形黃金三角形黃金三角形。
 

步驟步驟步驟步驟 14141414：：：：瞭解正五邊形內的這些線段間的比例關係，請利用尺規作

圖畫出下面兩類等腰三角形： 

一是 36∘、36∘、108∘，其腰長：底邊=1：
2

51+

 

二是 36∘、72∘、72∘，其底邊：腰長=1：
2

51+

  

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

活動一： 

步驟 1：108∘ 

步驟 2：下左圖中∵ BCAB = ， CDAE = ∠BAE=∠BCD=108∘ 

∴△ABE 和△BCD 全等(SAS 全等)。 

和△ABE 全等的這一類三角形共有 5 個。 
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步驟 3：36∘，36∘，上右圖中所有 36∘的角共有 15 個。 

步驟 4：下左圖中∵∠1=∠2，∠3=∠4
 

， BEBE =   

∴△ABE 和△PBE 全等(ASA 全等)。 

重新檢視步驟 2 中，和△ABE 全等的△共有 10 個。 

4444333322221111
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DC  
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77776666 5555
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步驟 5：上右圖中∵∠5=∠6，∠7=∠8
 

， BCAB =   

∴△ABR 和△BCQ 全等(ASA 全等)。 

和△ABR 全等的這一類三角形共有 5 個。 

步驟 6：下左圖中∵ BQAR = ， BRAS = ，∠RAS=∠QBR=36∘ 

∴△ARS 和△BRQ 全等(SAS 全等)。 

和△ARS 全等的這一類三角形共有 5 個。 



第三章 三角形 

354 

 

T

P

Q

SR
E

A

B

C D
 

T

P

Q

SR
E

A

B

DC
 

步驟 7：上右圖中∵ BDAC = ， BEAD = ，∠CAD=∠DBE=36∘ 

∴△ACD 和△BDE 全等(SAS 全等)。 

和△ACD 全等的這一類三角形共有 5 個。 

步驟 8：下圖中觀察△ABS，△ABQ，△BCR 和△BCP， 
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∵ BCAB = ，∠ABS=∠BAQ=∠BCR=∠CBP=36∘ 

∠BAS=∠ABQ=∠CBR=∠BCP=72∘ 

∴△ABS，△ABQ，△BCR 和△BCP 全等(ASA 全等)。 

和△ABS 全等的這一類三角形共有 10 個。 

步驟 9：共有 5 種全等三角形，計算所有三角形總共有 35 個。 
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活動二： 

步驟 10：是；PQRST 是正五邊形。 

∵△ABS 和△ARE 為等腰△ 

∴ 1B ==== REAEABS  

步驟 11：∵∠ABE=∠AEB=∠ABR=∠BAR=36∘ 

∴△ABE 和△ABR 相似(AA 相似)。 

步驟 12：大黃金比例
2

51+
=x ，小黃金比例

2

15 −
=y  

兩者的關係為 x y=1，x－y=1。 

步驟 13：x>1> y>d 依序以
2

15 −

(小黃金比例)縮小， 

d <y<1< x 依序以
2

51+

(大黃金比例)放大。 

算出 d 的長度=
2

53 −

。 

步驟 14：利用 SSS 全等作圖，畫出三邊長比為 1：1：
2

51+

 

的三角形，這是 108∘、36∘、36∘的等腰三角形， 

若畫出三邊長比為 1：
2

51+

：
2

51+

，則是 36∘、72∘、

72∘的等腰三角形。 
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108108108108°°°° 36363636°°°°36363636°°°°

1111 11111+1+1+1+ 55552222
36363636°°°°

72727272°°°°72727272°°°°

1+1+1+1+ 555522221+1+1+1+ 55552222
1111

C

A

B

D

FE  

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.已知線段 a，請利用尺規作圖畫出以線段a為邊長的正五邊形。                          

a
 

2.已知線段 r，請畫出以線段 r 為半徑的圓，並利用尺規作圖畫

出此圓的內接正五邊形。 

r
 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：：  

1.先作出 36∘、72∘、72∘的黃金三角形，三邊長為 a、 a
2

51+

、

a
2

51+

的等腰△ACD，再分別以 AC 、 AD 為一邊向外作出

兩個等腰△ACB、△ADE，使△ACB、△ADE 的腰長都是 a，

則正五邊形 ABCDE 為所求。 
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a

a

a

a

1+1+1+1+ 55552222 a

a

1+1+1+1+ 55552222 a
E

A

B

DC  

2.如下左圖，先作出以線段 r 為半徑的圓 O， 

要作出圓心角∠O=36∘，觀察圓內等腰△OAB，  

等腰△OAB 三邊長的比為
2

51+

：
2

51+

：1=r：r： r
2

15 −

 

所以只需作出 rAB
2

15 −
= ，再依次取 AB 長將圓周十等

分，連接出正五邊形 ACEGI 為所求。 

 

36°°°°

r

r

B

A
O 36°°°°

r

r

J

IH

G

F

E

D C

B

A
O
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八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項：：：： 

  1.教學活動時間建議如下：第一節課教學說明(含引起動機)：約

5 分鐘，活動一：約 40 分鐘；第二節課教學說明(含引起動

機)：約 5 分鐘，活動二：約 25 分鐘，隨堂練習：約 15 分鐘。 

  2.正五邊形是非常特別的正多邊形，部分特性對國中學生討論

起來有一定的難度，本單元選用正五邊形最容易了解的部分，

作為全等三角形與相似三角形的補充教材。首先於活動一尋找

全等三角形，增進學生對正五邊形中各類等腰三角形的了解，

教師不妨多引導學生歸納並比較異同之處。再引入活動二中，

發現這麼多大大小小的三角形，其實只有兩類的相似三角形。

最重要是利用相似三角形概念，了解正五邊形中各線段間的黃

金比例，最後還能應用於正五邊形的尺規作圖。至於正五邊形

的尺規作圖，有興趣的學生應該可以找到非常多經典的作法，

值得引導學生繼續深入研究。 

  3.在各活動間教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

  4.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.嚴鎮軍著(2001)。從正五邊形談起(pp.10-20)。臺北市：九章

出版社。 
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2.傅淑婷(2013)。全等三角形，陳昭地主編：國民中學數學教材

原型 C冊(主題 3-1)。新北市：國家教育研究院。 

3.傅淑婷(2013)。相似三角形，陳昭地主編：國民中學數學教材

原型 C冊(主題 3-2)。新北市：國家教育研究院。 
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主題主題主題主題 3333－－－－7777：：：：直角直角直角直角三角形三角形三角形三角形母子相似定理與海龍公式母子相似定理與海龍公式母子相似定理與海龍公式母子相似定理與海龍公式 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八八八八年級下學期學生         撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：傅淑婷 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                     陳昭地               

(一) 知道銳角或直角三角形的三邊有三條高。 

(二) 知道兩個三角形 AA 相似條件。 

(三) 知道三角形的面積公式＝（底×高）÷ 2 。 

(四) 知道直角三角形有畢氏定理(商高定理或勾股定理)。 

(五) 知道並熟悉平方差公式。 

(六) 知道 x
2
=r 的正根為 r (r >0)。 

(七) 知道 acb
c

b

b

a
=⇔=

2

，b 是二正數 a、c 的幾何平均數。 

(八) 知道過直線外一點作已知直線的平行線。 

(九) 知道坐標平面上，已知三頂點坐標
1 1 2 2 3 3

( , ),( , ),( , )x y x y x y 之

三角形面積求法之測量師公式。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 能理解直角三角形母子相似定理（直角三角形斜邊上的

高，分此直角三角形成三個兩兩相似的三角形）。 

(二) 能利用直角三角形母子相似定理，得知兩股及斜邊上的

高都可以表成斜邊或高分斜邊成兩條線段的幾何平均

數。 
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(三) 能利用(二)的結果給出畢氏定理之另一詮釋。 

(四) 能知道給定三邊長之三角形面積求法。 

(五) 能知道給定三邊長 a、b、c 之三角形面積海龍公式。 

(六) 能選用較便捷的方法求出三角形的面積。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：：本單元旨於乘法公式本單元旨於乘法公式本單元旨於乘法公式本單元旨於乘法公式（（（（特別是平方差與和特別是平方差與和特別是平方差與和特別是平方差與和、、、、差平差平差平差平

方的公式方的公式方的公式方的公式））））、、、、畢氏定理及平方根的概念之兩個應用畢氏定理及平方根的概念之兩個應用畢氏定理及平方根的概念之兩個應用畢氏定理及平方根的概念之兩個應用：：：： 

(一) 活動一引導發現直角三角形母子相似定理，並將其應用

到畢氏定理之另一詮釋，與引出過程中得出幾何平均數

的幾何詮釋。 

(二) 活動二藉由 5、6、7 三邊長的三角形面積求法。再探求

邊長a、b及c的 ABC∆ ( AB c= ，BC a= ， AC b= ，且不妨

設c a≥ ，c b≥ )之面積求法過程，逐步達到海龍公式；續

由不同給定條件所得三角形的不同求法中，引導訓練能

選用較便捷的方法。 

活動三是綜合結論，充分掌握本單元的主要結果，可提供數

學題材應用的工具。 

還有特別要注意的，本單元的直角三角形，很多的三邊長，

都跟畢氏三元數組有關，能先備（但沒有絕對的必要）一些畢氏

三元數組的知識，對學習效果會更顯現出來。 
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六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：探求直角三角形母子相似定理，並將其應用到畢氏定理

之另一詮釋。 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：給定 ABC∆ ，如圖 1 中(1)、(2)或(3)， 

三邊長 AB c= ， AC b= ，BC a= ，其中 c 為最長邊。 

如果 c 邊上的高CD的長
c

h= ， 

則 ABC∆ 的面積可以用c與
c

h 表成           。 

hc
hc

hc

圖1

b a

(1)(1)(1)(1)c a
ab b

c c(2)(2)(2)(2) (3)(3)(3)(3)DDD A BA BBA

C
C

C

 

特別情況，當 2 2 2
a b c+ = 時，則得 90C∠ = °的直角三角形，

如圖 1(2)，此時直角 ABC∆ 的面積可以用兩股a與b表

成          ，於是直角三角形斜邊上的高可用a、b、c

表成           。  

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：看圖 2，直角 ABC∆ 斜邊上的高CD，將原直角△分成兩個

較小的直角 ACD∆ 與 CBD∆ ，其中 90ADC CDB∠ = ∠ = °。 
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圖2

ab

c

hc

DA B

C

 

觀察原直角 ABC∆ 與直角 ACD∆ 它們是否相似呢？ 

理由如下： 

 90A A ACB ADC∠ = ∠ ∠ = ∠ = °∵ ， 。 

利用三角形的 AA 相似性質， 

得到 ABC∆ 〜 ACD∆ …○1  

同樣的方式，得到 ABC∆ 〜 CBD∆ …○2  

由○1 ○2 我們得到三個兩兩相似的直角三角形。 

即 ABC∆ 〜 ACD∆ 〜 CBD∆ …(*) 

也就是直角 ABC∆ 中，斜邊上的高分此直角三角形為三個

兩兩相似的直角三角形，這就是所謂的直角三角形母子

相似定理。 

步驟步驟步驟步驟 3333：：：：（（（（畢畢畢畢氏氏氏氏定理另外的一種定理另外的一種定理另外的一種定理另外的一種詮釋詮釋詮釋詮釋））））    

從以上兩個步驟，自始至終我們都沒用到直角 ABC∆ 的 

畢氏定理，現在可以利用直角三角形母子相似定理來說

明畢氏定理。 
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看圖 3，將 ACD∆ 和 CBD∆ 從 ABC∆ 中分離出來，轉成同樣

方向，你可以清楚看到邊長的對應情形： 

(3)(2)(1)

hc

a b

hc

c

b a
hc

圖3

D

C B

D

CAD BA

C

 

利用 ABC∆ 〜 ACD∆ ，可知
AD

AC

AC

AB
= ， 

即
AD

b

b

c
= ，亦即 2

b c AD= × …○3  

利用 ABC∆ 〜 CBD∆ ，可知
AB CB

CB BD
= ， 

即
c a

a BD
= ，亦即 2

a c BD= × …○4  

將○3 ○4 兩式左右分別相加，得

2 2 2( )a b c BD c AD c BD AD c c c+ = × + × = × + = × =

 
亦即 a

2
+b

2
=c

2，這就是畢氏定理。 

結論結論結論結論：以上步驟就是畢氏定理的另一種詮釋。 

 

活動二活動二活動二活動二：：：： ABC∆ 求面積的海龍公式。 

步驟步驟步驟步驟 4444：：：：在 ABC∆ 中， AB c= ， AC b= ，BC a= ，不妨設c為最長邊，
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如圖 4。 

(3)(3)(3)(3)(2)(2)(2)(2) cc

bb aa

c(1)(1)(1)(1)
ab

圖4

DDDA B BA BA

C
C

C

 

對應 C∠ 分別銳角、直角與鈍角的三種情況，利用三角形的

面積等於（底×高）÷2。 C∠ 的直角狀況其面積直接用兩股a、

b可取一個為底，另一個就是高，而其面積就是
1

2
ab，亦即

直角 ABC∆ 的面積等於兩股乘積之一半。但對非直角三角形

的狀況，就需加工，另求最長邊c上的高
c

CD h= ，此時即得

ABC∆ 的面積等於
1 1

( ) 2
2 2

c c c
c h c h ch× ÷ = × = 。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：對直角三角形 ABC∆ ，看圖 4之(2)， ABC∆ 的面積是否

仍然可寫成
1

2
c

ch ？請簡單的說明你的理由。 

步驟步驟步驟步驟 5：：：：從圖 4 之(2)及以上的討論，我們知道 

直角 ABC∆ 的面積等於
1 1

2 2
c c c

ab
ab ch ab ch h

c
= ⇔ = ⇔ = ， 

換句話說斜邊上的高
c

h等於兩股之乘積除以c。 

再由
c

ab
h

c
= 改寫成 c

h b

a c
= ， 

看圖 3 之（1）（2）∵ c
h b

a c
= 且 CAB DCB∠ = ∠  
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這是保證 ABC∆ 〜 CBD∆ (SAS 相似)了！ 

另由圖 3 之（2）（3）它們有共同邊長
c

CD h= ， 

而 ACD∆ 〜 CBD∆ 得
CD BD

AD CD
= ，即得

2
2

c
h CD AD BD= = × ， 

亦即
c

h AD BD= × ，
c

h 是 AD與 BD的幾何平均數幾何平均數幾何平均數幾何平均數。   

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2：：：： 

(1) 圖 3 之(1)得知 2
a c BD= × ；請問a是否為c與 BD的幾何平均

數？ 

(2) 再看圖 3 之(1)得知 2
b c AD= × ；請問b是否為c與 AD的幾何

平均數？  

 

至此，易得在直角 ABC∆ 中， 2
b c AD= × ， 2

a c BD= ×  

∴
2

b
AD

c
= …○5   同理得

2
a

BD
c

= …○6  

最後由○5 ○6 得
2 2

2 2: : :
b a

AD BD b a
c c

= =  

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：由
2 2 2

2

2

( )
c

b a ab
h AD BD

c c c
= × = × = 是否可得

c

ab
h

c
= ？    

 

由上知直角 ABC∆ 斜邊上的高
c

h 至少有下列兩個求法： 

(1) 
c

ab
h

c
=  
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(2) 
2 2

( , )
c

a b
h AD BD AD BD

c c
= × = =  

並且直角 , 90ABC C∆ ∠ = °之面積至少有下列兩個公式： 

直角
1

2
ABC ab∆ = 或

1

2
c

ABC ch∆ = …○7  

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4：：：： 

(1) ABC∆ 三邊長分別為 3，4，5，試求斜邊上的高並求其

面積。  

(2) 直角 13, 5,DEF DF DE∆ ∠ ° = =中, E=90 , 且 EG為 DF 邊上的高，

試求 DEF∆ 的面積，並求 , ,EF EG DG與 FG之長。  

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：再回頭想一想當 ABC∆ 不是直角三角形時，最長邊 AB

上的高
c

CD h= 要如何求得？先看一個邊長 5，6，7 的

ABC∆ ，在圖 5中，高CD分 ABC∆ 為兩個直角三角形

ACD∆ 及 BCD∆ ， CD是它們共有的一股： 

   

7-x

(2)(2)(2)(2)(1)(1)(1)(1)

x

55556666

圖6圖5

7777

6666 5555

D

C

BD

C

D

C

BA A

    

圖 5 中 7AD DB+ = 只要能分別求得 AD， DB就可以利

用直角三角形的畢氏定理求出 CD。這兩個直角三角

形同樣的一股 CD，也就是 AB邊上的高
c

h，求出
c

h後，
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自然可求得 ABC∆ 的面積了！ 

因此首要工作分別求得 AD或 BD， 

為此可令 AD x= ，則 7BD x= − ， 

比較圖 6 中兩個
c

CD h= ， 

考慮圖 6 之 (1)中的直角 ACD∆ ， 

利用畢氏定理可得
2 2 2

236CD AC AD x= − = − …○8  

同理，由圖 6 之 (2)可知
2

225 (7 )CD x= − − …○9  

由○8 、○9  得到 2 2
36 25 (7 )x x− = − − …○10  

亦即 2 2
36 25 (49 14 )x x x− = − − + …○11  

式子○11的兩邊， 2
x 項可以抵消掉，得 

     36 25 49 14

         24 14

14 36 24

         60

30
    

7

x

x

x

x

= − +

= − +

∴ = +

=

∴ =

 

所以
30 19

,
7 7

AD BD= =  

於是

2 2 2 2
2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

19 19 25 49 19 35 19
5 ( ) 25

7 7 7 7
(35 19)(35 19) 16 54 4 3 6

7 7 7

4 3 6 12
6

7 7
12

 ( ) 2 (7 6) 2
7

   6 6 

CD

CD

ABC AB CD

× − −
= − = − = =

+ − × × ×
= = =

× ×
= =

∴ ∆ = × ÷ = × ÷

=

的面積

（平方單位）
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5555：：：：    

(1) 仿上步驟求邊長 13，14，15 的三角形中，次長邊 14 上的

高並求其面積。 

(2) 求邊長 7，24，25 的三角形，最長邊上的高並求其面積。 

步驟步驟步驟步驟 7777：：：：至於一般的 ABC∆ ， , ,AB c BC a AC b= = = ，不妨令 AB c=  

還是最長邊（ ,c a c b≥ ≥ ），如圖 7，可以仿照邊長 

5，6，7 的作法，來求得 ,AD BD CD及 。 

       

c-xx
c

ab

圖7

D

C

BA

 

同樣的，令 AD x= ，則 BD c x= − ， 

由直角 ACD∆ 得
2

2 2
CD b x= − ， 

再由直角 BCD∆ 得
2

2 2( )CD a c x= − − ， 

於是可得： 2 2 2 2
( )b x a c x− = − −   

再得 2 2 2 2 2 2 2 2
( 2 ) 2b x a c cx x a c cx x− = − − + = − + −  

進一步得 2 2 2 2b a c cx= − + ，亦即 2 2 22cx b c a= + − ， 

故得
2 2 2

2

b c a
x

c

+ −
= ，即

2 2 2

2

b c a
AD

c

+ −
= …○12  

所以
2 2 2 2 2 2 2

2 ( )

2 2

c b c a a c b
BD c AD

c c

− + − + −
= − = = …○13  
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此時就可利用○13式及直角 BCD∆ ，它是斜邊 BC a= ，

兩股為 BD及 CD的直角三角形， 

由畢氏定理
2 2

2
BD CD a+ = ，求得

c
h CD= ： 

2 2
2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

2

       ( )
2

(2 ) ( )
       

(2 )

[2 ( ] [2 ( )]
        ( )

(2 )

[( ) ] [ ( ) ]
       

(2 )

( )( )( )( )
        ...(

(2 )

CD a BD

a c b
a

c

ac a c b

c

ac a c b ac a c b

c

a c b b a c

c

a c b a c b b a c b a c

c

= −

+ −
= −

− + −
=

+ + − × − + −
=

+ − × − −
=

+ + + − + − − +
=

平方差公式

14)

 

由○14式就可以得到
2

CD 了！不過式子仍然有些繁複；為了簡

化些，可令 2a b c s+ + = ，即
2

a b c
s

+ +
= （半周長）隨即 

( ) ( ) 2 2 2 2( )a c b a b c b s b s b+ − = + + − = − = − …○15  

( ) 2( )b a c s c+ − = − …○16  

( ) 2( )b a c s a− + = − …○17  
於是

2

CD 可以簡化成
2 2

16 ( )( )( ) 4 ( )( )( )

(2 )

s s a s b s c s s a s b s c

c c

− − − − − −
=  

故得
2

4 ( )( )( ) 2
CD ( )( )( )

s s a s b s c
s s a s b s c

c c

− − −
= = − − − …○18  

因此，得 ABC∆ 面積的海龍公式： 

1
( )( )( )

2
ABC c CD s s a s b s c∆ = × = − − − …（海龍公式） 
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圖圖圖圖8888

ab

c

hc

DA B

C

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6666：：：：    

(1) 求三邊長 7，8，9 的三角形面積。 

(2) 求在坐標平面上以三點 A（1，2）B（1，5）C（3，4）為

頂點所形成 ABC∆ 之面積。(提示:使用海龍公式不便捷。) 

(3) 求在坐標平面上以三點 A（3，4）B（7，9）C（1，2）為

頂點所形成 ABC∆ 之面積。（提示：不方便使用海龍公

式，可考慮利用測量師公式。） 

 

活動活動活動活動三三三三：：：：（綜合討論） 

由兩個活動；八個步驟，十八個式子及六個隨堂練習，

我們綜合在一起，可以得到以下結論： 

(1) 直角 ABC∆ 中，∠C=90∘， =AB c， =AC b， =BC a， 

斜邊上的高CD，得到三個兩兩相似的直角三角形：

ABC∆ ~ ACD∆ ~ CBD∆ （見圖 8）。 

(2) 直角 ABC∆ 中，三邊長及斜邊上的高CD有如下關係： 

2 2 2

2

2

2

2 2

,  ,  

c a b

a BD c

b AD c

CD AD BD

a b ab
BD AD CD

c c c

= +

= ×

= ×

= ×

= = =
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(3) 見圖 8及用上式我們得到： 

a 是 c 與 BD的幾何平均數；b 是c與 AD的幾何平均數； 

CD是 AD與 BD的幾何平均數。 

(4) 三角形的三邊長為a，b，c（c a≥ ，c b≥ ） 

最長邊上的高度
c

h 及∆面積分別如下： 

           

2
( )( )( )

( )( )( )( )

c
h s s a s b s c

c

s s a s b s c

= − − −

∆ = − − − 海龍公式

 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：：    

活動一： 

步驟 1，
1

2
c

ch ，
1

2
ab，

ab

c
。 

活動二： 

隨堂練習 1：當然可以，因為它們仍然表示（底×高）÷2 

隨堂練習 2：(1) 是， (2) 是。 

隨堂練習 3：可以（ 2( )
c

ab ab
h

c c
= = ）。 

隨堂練習 4：(1) 高
12

5
，面積 6平方單位。 

(2) DEF∆ =30,
60 25 144

12 ,   ,   ,  
13 13 13

EF EG DG FG= = = = 。 

活動三： 

隨堂練習 5：(1) 高 12，面積 84（平方單位）。 
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(2) 高為
168

25
，面積為 84（平方單位）。 

隨堂練習 6：(1) 面積為 12 5 4 3× × × 即12 5， 

(2) 面積為 ( )( 2) 2 3 2 2 3BA× ÷ = × ÷ =  

(3) 用測量師公式
1

(1 4 3 9 7 2 2 3 4 7 9 1)
2

= × + × + × − × − × − ×
1

2 1
2

= =  

    

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：：    

1.用口頭敘述直角三角形母子相似定理。 

2.已知三邊長為 11，60，61 的三角形，則其最長邊 61 上的高

為何?其面積又為何? 

3.選用你認為最便捷的方法，求下列各已知條件的 ABC∆ 面積： 

(1) A、B、C在坐標平面上之坐標分別為（0,0）、（5,0）、（0,13）。 

(2) A、B、C在坐標平面上之坐標分別為（-1,0）、（3,0）、（13,12）。 

(3) =9AB ， =11BC ， =12AC 。 

(4) =9AB ， =12BC ， =15AC 。 

4.用口頭說明 ABC∆ 求面積的海龍公式。 

5.已知 ABC∆ 為銳角三角形， ' ' ' 'D E F G 為邊 ' 'D E 在 AB邊上的

一段且其另一頂點 'G 在 AC 邊上的正方形，如下圖所示。 
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F'
G'

E'D' D

G

E

F

A B

C

 

連 'AF 並延長交 BC 於 F ，過 F 作 FE AB⊥ ，且交 AB於 E，

再過 F 作 AB的平行線 FG交 AC 於 G，最後過 G作 AB的垂

直線交 AB於 D。試說明： DEFG亦為正方形。 

6.已知 ABC∆ 為銳角三角形，試利用作業第 5 題，作一邊在

AB上且另二頂點在另二邊上的內接正方形 DEFG。 

7.已知三邊長為 13，14 及 15 的銳角 ABC∆ ，如下圖。試求

14AB = 邊上的內接正方形的邊長。 

            

13

14

15

A B

C

 

8.承上題，試求 15AC = 邊上的內接正方形邊長。 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：：    

1.略。 

2.高為
660

61
，面積為 330平方單位 

（註：先說明 61
2
=11

2
+60

2
，三角形是直角三角形）。 
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M

HD

G

E

F

C

BA

3. (1) 
65

2
（先說明或作坐標平面得知三角形為兩股長分別 5，

13 的直角三角形；當然用測量師公式求得亦可）。 

  (2) 用測量師公式求得 24 最便捷。 

  (3) 8 35 （海龍公式）。 

(4) 54（ ABC∆ 為兩股長 9 與 12 的直角三角形），或用海龍

公式也是很便捷。 

4.略。 

5.看圖，由EF AB⊥ ， ' '  ' '  
' ' '

EF AF
E F AB AEF AE F

E F AF
⊥ ∴∆ ∆ ∴ =∼ …○1  

再由 GF // AB， ' 'G F // AB GF∴ // ' 'G F  ' 'AFG AF G∴∆ ∆∼  

' ' '

AF GF

AF G F
∴ = …○2  故由○1 ○2 得

' ' ' '

EF GF

E F G F
= ，再由 ' ' ' 'E F F G=  

GF EF∴ =  又GD AB⊥ ， EF AB⊥ ，故GD // EF 。於是 EFGH 為

有鄰邊等長且有一內角 90°的平行四邊形，故 EFGH 為正方

形。 

6.（提示題 5 反向進行：先作正方形 ' ' ' 'D E F G 再完成內接正

方形 DEFG。） 

7. (1) 先由海龍公式得 84ABC∆ = ，再由此得 AB邊上的高

2 84
12

14
CH h

×
= = = 。 

(2) 設內接正方形的邊長 x， 

並令 CH交正方形 FG於 M ， 
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則 CGF CAB∆ ∆∼ ， 

且由 MH x= ， 12CM CH MH x= − = − ，得
12

14 12

x x−
= ，故得

84 6
6

13 13
x = = 。 

8.仿照題 7， 84ABC∆ = ， AC 邊上的高為
168 56

15 5
= 或

1
11

5
，內接正

方形的邊長為
840

131
或

54
6

131
。 

 

  

八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項：：：： 

1.教學說明約 5分鐘，活動一（含各步驟、隨堂練習）約 35分

鐘，指定作業（含提示）約 5分鐘。活動二與綜合結論活動三，

約 40分鐘，第二節指定作業（含提示）約 5分鐘。 

2.直角三角形母子相似定理之教學中，先強調原先二股就是二

條高，且交於直角頂。轉而需要斜邊上的高是過直角頂點向斜

邊作垂線，特別留意一下，高到斜邊上的垂足 D，把原直角

( 90 )ABC C∆ ∠ = ° 分成三個直角三角形，引導發現兩個小直

角三角形（ ,ACD CBD∆ ∆ ）分別與 ABC∆ 相似（先盯上其中

一個，仔細觀察可以利用 AA 相似性質）。 

3.在上面的處理過程中，教師可採用分離出來平放的 

圖 3(1)(2)(3)，更能直接確認其相似性。 
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4.圖 3 的擺放是採用對應頂點的方式來呈現，寫成 ABC∆ 〜

ACD∆ 〜 CBD∆ （或其它同樣字母次序對應亦同）。這樣對

應點相配，可正確的配對對應邊比例分別相等，進而引

出 2
a c BD= × ， 2

b c AD= × ，
2

2

c
h CD AD BD= = × 重要的副產品，

兩股 a、b 及斜邊上的高 hc 分別為其中某兩線段長的幾何

平均數，進而利用 2
a c BD= × ， 2

b c AD= × ，看出 2 2 2
a b c+ = 〜

畢氏定理另一個簡潔的詮釋。 

5.三角形面積的求法要能活用選擇最便捷的方法（直角三角形

面積公式、測量師公式或海龍公式）。 

6.我們採用求最大邊長上的高是為避免其它二邊更長而產生 A∠

或 B∠ 為鈍角情形；不過根據 ABC∆ 的面積=
1 1 1

2 2 2
a b c

ah bh ch= = 能

求出最長邊
2 2

( )( )( )
c

h s s a s b s c
c c

∆
= = − − − ，（

2

a b c
s

+ +
= 為半周

長）就自然可知道
2

b
h

b

∆
= ，

2
a

h
a

∆
= 都可利用海龍公式表

示，並進一步求得其它二高
b

h 、
a

h 之長。 

7.以三正數 a、 b、 c為邊長的 ABC∆ ，當 2 2 2
c a b= + 時， ABC∆

為 90C∠ = °的直角三角形；當 2 2 2
c a b> + 時， ABC∆ 為 C∠ 是

鈍角的鈍角三角形；而當 c a≥ ， c b≥ 而 2 2 2
c a b< + 時，則最

大角 C∠ 為銳角， ABC∆ 為銳角三角形。 

8.以 a、b 為兩股，c 為斜邊的直角 ABC∆ ，可得 2
a c BD= × 及
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2
b c AD= × ，其中 CD垂直 AB且 D 在 AB上。據此說明

2 2 2
a b c+ = 是畢氏定理 300 多種解說法中，一個簡易新奇

便捷的方法，學生務必學會，使得更欣賞這偉大的定理。 

9.經由特例的需要，求 ABC∆ 最長邊 AB上的高，要讓學生確

實理解其高 CD之垂足會落在最長邊 AB上，較易計算出其

高的長（這裡的高有兩種意義，或者指高這線段或指其

長）。由上、下文知其意，學生務必弄清楚這個邊長 5、

6、7 的三角形，邊長 7 上的高長求法，其高的垂足一定

落在此邊上。至於隨後安排的隨堂練習 (1)13、14、15 要

熟練如法泡製的方法，至於第 (2)小題 7、24、25，如果

被識破它是兩股 7、24 的直角三角形，就已經達到目的，

作法不像第 (1)小題一樣，就是這個道理，畢竟數學還是

以盡量簡單的作法為重要的訓練。 

10.當然教學上如果誤踏地雷，例如不是求最長邊上的高著

手，如果原先是銳角三角形，從任何一邊都是同樣的方

法，但如果鈍角三角形，從另兩個銳角所對應著手，就

出現高的垂足落在一邊的延長線上，方法就要注意，如

下圖： 

 

 

           B 

              

c     

a 

       

A    b    C     D 
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從 B 點所作的高落在 AC 的延長上，當然它的面積仍然等

於（ AC × BD）÷2，高 BD仍然等於

2 2
( )( )( )

ABC
s s a s b s c

b b

∆
= − − − 計算方法難度均平行於課文

中的方法（不相信可以試試），只是與步驟 7 中的等式

略有差異，學生如果提問到這樣的問題，其實不會發生

誤踏地雷的問題。顯然由 ABC∆ 的面積等於

1 1 1

2 2 2
a b c

ah bh ch= = 由
2

( )( )( )
c

h s s a s b s c
c

= − − − ，自然可知

2
( )( )( )

b
h s s a s b s c

b
= − − − ，

2
( )( )( )

a
h s s a s b s c

a
= − − − 都可順理

得到代數方法推得的海龍公式 ( )( )( )s s a s b s c∆ = − − − 。至

於其綜合幾何的原始方法，就有相當的繁度和難度，對

一般接受國民教育的學生（甚至九到十二年級者），是

頗具挑戰的方法。   

11.有了海龍公式以後，連同直角三角形或已知坐標平面上

三頂點坐標的三角形，還是要避開海龍公式的求法為

佳。三邊長為整數的情形或許才是選用海龍公式求面積

的時機，很多方法都可以解的問題，當然要選用你認為

最佳的解法，隨堂練習 6 及指定作業第 3 題，就是訓練

用較簡潔便捷的解法為其目的之問題。 
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12.由引出海龍公式過程採用在 c AB= 平放在底，c a≥ ，c b≥ 而

AC b= ， BC a= ， ACB∠ 為最大內角，如圖： 

bb aa
ab

DDDA B BA BA

C
C

C

 

此時， a、 b為比 c小或相等的邊長，國小幾何操作中，

知任意三角形中兩邊長之和大於第三邊長的直觀詮

釋，這裡就可以給出另一合理的詮釋，理由如下： 

CD AB⊥ 且 D 在 AB上（即 ADB

������

成一直線）由 a、 b分別為

直角 ACD∆ 與 BCD∆ 的斜邊，故 b AD a BD> >， ，

a b AD BD⇒ + > + ，即 a b c+ > 得知較小的兩邊長之和大於

最長邊，因此任意兩邊長之和大於第三邊長。 

13.能審慎設計 Powerpoint 與學習單，應可大幅提高學習

效率，教學活動期間，教師宜行間走動，並隨機要求學

生口頭問答，加強瞭解學生學習情形。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.李政憲、陳昭地（2013）。畢氏三元數組，陳昭地主編：國民

中學數學教材原型 C冊(主題 1-4)。新北市：國家教育研
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究院。 

2.丁斌悅、陳彥廷、陳昭地（2013）。比較三種平均數，陳昭地

主編：國民中學數學教材原型 C冊(主題 2-4)。新北市：

國家教育研究院。 

3. Posamentier, A. S. & Stepelman, J. (1986). Unit 98: Comparing 

Means. In A. S. Posamentier, & J. Stepelman (Eds.) 

Teaching Secondary School Mathematics, (2nd ed.) (pp. 

384-386). Columbus, OH：Merrill.  
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主題主題主題主題 4444－－－－1111：：：：平行四邊形平行四邊形平行四邊形平行四邊形 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：蘇進發 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：： 

(一) 能理解三角形的全等性質。 

(二) 能理解平行的意義，平行線的截線性質，以及平行線的

判別性質。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 認識平行四邊形。 

(二) 能理解平行四邊形的性質。 

(三) 能理解平行四邊形的判別性質。 

(四) 能活用平行四邊形的面積變化。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：120 分鐘(二節半) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

    從生活中尋找平行四邊形及思考它在生活的應用，進而引導

學生暸解其重要性並認識平行四邊形的意義。接著，藉由教具操

弄，強化平行四邊形的概念，幫助學生學習平行四邊形的性質與

平行四邊形的判別性質。 

    在不影響學生的學習情形下，將兩組對角相等的四邊形，必

為平行四邊形的判別性質，置於作業中，供學生練習，教師在做

活動總結時，仍需告訴學生全部的判別性質。且此處之解說部分，
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學生能說明理由即可。 

    最後，活用平行四邊形的面積變化，題目較靈活，學生需要

較多時間思考與討論，可以考慮用小組協同學習，會有比較好的

學習效果。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：認識平行四邊形 

教師介紹生活中的平行四邊形與其應用。接著，引導學生討

論與思考，除了教師所介紹的圖形之外，還有哪些平行四邊形的

生活例子？最後，教師說明「平行四邊形的意義」做為結論。 

步驟步驟步驟步驟 1：：：：教師帶領學生操弄平行四邊形教具，並在操弄過程中，觀

察變與不變的是什麼？例如，周長不變，面積會變，…。

之後，介紹生活中常見的平行四邊形與其創意應用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

平行四邊形教具平行四邊形教具平行四邊形教具平行四邊形教具 

樓梯樓梯樓梯樓梯    

生活中常見的平行四邊形生活中常見的平行四邊形生活中常見的平行四邊形生活中常見的平行四邊形 

圍籬圍籬圍籬圍籬    
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1：：：：上述的樓梯，圍籬、門、窗、置物盒、置物架、紙盒，

都約略可以看到平行四邊形的形狀，在生活中，它們

有何方便之處？ 

說明： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2：：：：下列各選項中，哪一個選項的三角形，其面積是最大

的？ 

(A)        (B)        (C)       (D) 

 

解： 

步驟步驟步驟步驟 2：：：：學生分組討論，分享在生活中，還有見過哪些平行四邊形？

或者，分享利用平行四邊形的概念，做一些創意設計？ 

置物架置物架置物架置物架    

10 

8 

°60

10 

8 

°70
10 

8 

°80

10 

8 
°115
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       學生：                           。 

步驟步驟步驟步驟 3：：：：複習平行四邊形的意義。 

       「兩組對邊分別平行的四邊形，稱為平行四邊形。」 

       例如：在四邊形 ABCD 中，若 AB //CD、

AD // BC ，則四邊形 ABCD 稱為

平行四邊形。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3：：：：下列各四邊形中，哪些選項可以稱它們為平行四邊

形？(複選) 

(A)          (B)         (C)           (D) 

 

 

(E)          (F)         (G)           (H) 

 

解： 

 結論： 

 兩組對邊分別平行的四邊形，稱為平行四邊形。 

活動活動活動活動二二二二：：：：平行四邊形的性質 

    教師透過剪紙的操弄活動，引導學生發現平行四邊形的性

質，再藉由學生間的互相分享，強化對平行四邊形性質的認知。

最後，由教師帶領學生，進行平行四邊形性質的理由說明。 

A B 

C D 
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步驟步驟步驟步驟 4：：：：請學生拿出一個平行四邊形紙張，沿著其中的一條對角線

剪開，得到兩個三角形，透過操弄，互相分享你所看到的

情形。接著，再由教師視學生討論結果，是否要補充說明，

兩個圖形重合，則三角形全等。可知其面積相等，並知道

對應邊與對應角的位置關係。 

 

 

 

      學生：                               。           

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4：：：：已知四邊形 ABCD 為平行四邊形，若 FH // AB 、

EG // AD，且 FH 與 EG 交於對角線 BD上的 O 點，請

說明平行四邊形 AEOH 與平

行四邊形 OFCG 的面積相同。 

說明： 

步驟步驟步驟步驟 5：：：：請學生將兩個三角形，合併成原來的平行四邊形，再沿另

外一條對角線剪開，得到四個三角形，透過操弄，互相分

享你所看到的情形。接著，再由教師做補充，圖形分成兩

組，每組有兩個重合圖形，它們分別都是全等三角形。同

學是否清楚其對應邊的位置關係？且四個三角形的面積

是否相等？ 

A B 

D 

B 

C D 

A B 

C D 

A B 

C D 

E 

F 

G 

H 
O 
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A B 

C D 

O 

A B 

C D 

O 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

°36
°67

 

 

 

       學生：                               。             

步驟步驟步驟步驟 6：：：：教師引導學生，理解平行四邊形的性質，如下例題 1。結

束後並做重點整理：「在平行四邊形中，其兩組對邊分別

相等、兩組對角分別相等、兩條對角線互相平分。」 

例題例題例題例題 1：：：：已知平行四邊形 ABCD 的兩條對角線交於 O 點，試說明

下列性質： 

(1) AB =CD、 BC = AD  

(2) ∠DAB=∠BCD、∠ABC=∠ADC 

(3) AO =CO、 BO = DO  

說明： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5：：：：已知平行四邊形 ABCD 的兩對角線相交於 O 點，若

△AOD 的面積為 5，則△AOB 的面積為多少？平行

四邊形 ABCD 的面積為多少？ 

解： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6：：：：如圖， AC // DF 、 BD // AE 、CE // BF ，若∠C= °36 、

∠E= °67 ，則∠D 為多少度？ 

解： 

A B 

C D 

O 

A 

D 

O 

C D 

O 

B 

O 

A 

B 

O 

C 
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結論： 

在平行四邊形中，下列性質都是成立的。 

(1)兩組對邊分別相等 

(2)兩組對角分別相等 

(3)兩條對角線互相平分。 

活動活動活動活動三三三三：：：：平行四邊形的判別性質 

    教師引導學生，利用三角形的拼圖，拼出平行四邊形的圖形，

並透過操弄過程，發現平行四邊形的判別性質，進而瞭解原因並

能說明其理由。 

步驟步驟步驟步驟 7：：：：請學生從 3 個三角形中，任意選出 2 個嘗試操作，哪些可

以拼出平行四邊形，並簡單猜測，說明其原因。之後，透

過例題與隨堂練習的學習，建立「平行四邊形的判別性質」

之觀念。 

        

       學生：                               。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7：：：：在△ABC 中，分別過三頂點 A、B、C，做對邊的平

行線，此三直線分別交於 D、E、F 三點，若△ABC

的面積為 10，則△DEF 的

面積為多少？ 

解： 

A 

D 

O 乙乙乙乙 

C D 

O 

丙丙丙丙 

B 

O 

A 

甲甲甲甲 

A 

B C 

D 

E F 
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A B 

C D 

A B 

C D 

O 

A B 

C D 

例題例題例題例題 2：：：：在四邊形 ABCD 中，已知 AB = CD、

BC = AD ，說出四邊形 ABCD 為平

行四邊形的理由。 

說明： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8：：：：在四邊形 ABCD 中，已知 AB //CD、 AB = CD，說出

四邊形 ABCD 為平行四邊形

的理由。 

說明： 

步驟步驟步驟步驟 8：：：：請學生嘗試操作 4 個三角形，利用此 4 個三角形，拼出一

個平行四邊形，並簡單猜測，說明其原因。接著，透過例

題與隨堂練習的學習，建立「平行四邊形的判別性質」之

觀念。 

 

 

       學生：                               。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 9：：：：在四邊形 ABCD 中，已知 AO =CO、BO = DO ，說出

四邊形 ABCD 為平行四邊

形的理由。 

說明： 

 

B 

O 

C 

丁丁丁丁 

A 

D 

O 乙乙乙乙 

C D 

O 

丙丙丙丙 

B 

O 

A 

甲甲甲甲 
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A B 

C 
D 

E F 

G 
H 

O 

A B 

C D 

O 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 10：：：：已知兩直線相交於 O 點，且線上相鄰兩刻度的距離

都相等，請從線上 A、B、C、D、E、F、G、H 等

8 個點中，尋找 4 個點，依序

連成平行四邊形。 

解： 

步驟步驟步驟步驟 9：：：：教師整理重點，再次提醒學生，具有下列其中一個性質的

四邊形 ABCD，都是平行四邊形。 

(1) AB =CD、 BC = AD  

(2) AO =CO、 BO = DO  

(3) AB //CD、 AB =CD  

(4) ∠DAB=∠BCD、∠ABC=∠ADC  

(第(4)項，告訴學生置於作業練習中)  

例題例題例題例題 3：：：：四邊形 ABCD 為平行四邊形，已知 E、G 分別為 AB 與CD

的中點，試說出四邊形 EFGH

為平行四邊形的理由。 

      說明： 

結論： 

四邊形具有下列其中一個條件，必為平行四邊形。 

(1) 兩組對邊分別相等      (2) 兩組對角分別相等 

(3) 兩條對角線互相平分    (4) 一組對邊平行且相等。 

F 

D 
C 

B 

G 

A E 

H 
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活動活動活動活動四四四四：：：：活用平行四邊形的面積變化 

    利用剪刀操作，引導學生將平行四邊形分割，再拼出矩形，

回憶小學平行四邊形的面積公式。接著，利用此公式或與同底等

高的等面積概念做變化，解決面積相關問題。 

步驟步驟步驟步驟 10：：：：利用剪紙操作，複習平行四邊形的面積求法。 

 

 

         平行四邊形的面積= a×hhhh     (底邊乘以高) 

步驟步驟步驟步驟 11：：：：複習同底等高的等面積概念。 

        已知 L//M (如圖) 

        因為△ABC 與△DBC 

           同底等高 

        所以△ABC 與△DBC 的面積相等。 

步驟步驟步驟步驟 12：：：：利用平行四邊形的面積公式或與同底等高的等面積概念

做變化，解決相關觀念的面積問題。並以下列例題來進

行說明，同時，也透過隨堂練習，來幫助學生瞭解。 

例題例題例題例題 4：：：：如圖，若平行四邊形 ABCD 的面積為 100，則△ECD 的

面積為多少？ 

解： 

 

A a 

h 

A a 

h 

A 

D C 

B 
E 

B 

A 

C 

D 
L 

M
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A 

E 

B 

C 
D 

F 

A B 

C D 

E 

F 
G 

H 

3 

3 
10 

18 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 11：：：：已知四邊形 ABCD 與四邊形 ACEF，都是平行四邊

形，且 BF ：BE =2：3，若△ADC 的面積為 60，則

△CBE 的面積為多少？ 

解： 

例題例題例題例題 5：：：：如圖，在長方形的果園中，有一條矩

形的道路及另一條平行四邊形的道

路，則剩下的種植面積為多少？ 

解： 

例題例題例題例題 6：：：：如圖，已知四邊形 ABCD 為平行四邊形， EG // AC 、

FH // BG ，若平行四邊形 ABCD

的面積為 80，DF =3CF ，則四邊

形 AEGC 的面積為多少？ 

解： 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：：    

活動一： 

隨堂練習 1：樓梯：台階上處處等高，行走時方便扶持。 

           圍籬：方便植物攀爬生長。 

           門、窗、置物盒、置物架、紙盒：方便收置。 
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A B 

C D 

E 

F 

G 

H O 

隨堂練習 2：三角形兩邊皆為 8、10，只有夾角不同，今將三角形

延展為平行四邊形。且知三角形面積為平行四邊形面

積的一半。所以夾角越接近 °90 時，

平行四邊形面積越大，即此時的三角

形面積將為越大。故選(C)。 

步驟 2：略。 

隨堂練習 3：兩組對邊分別平行的四邊形，我們稱為平行四邊形。 

           故選(A)、(B)、(C)、(D)、(E)、(H)。 

活動二： 

步驟 4：略。 

隨堂練習 4：∵四邊形 ADCB、HDGO、EOFB 為平行四邊形 

           ∴△ADB 的面積=△CDB 的面積 

           △HDO 的面積=△GDO 的面積 

           △EOB 的面積=△FOB 的面積  

             故平行四邊形 AEOH 的面積 

          =△ADB 的面積-△HDO 的面積-△EOB 的面積 

          =△CDB 的面積-△GDO 的面積-△FOB 的面積 

          =平行四邊形 OFCG 的面積。 

步驟 5：略。 

 

10 

8 

夾角夾角夾角夾角    
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例題 1：(1) 在△CBA 與△ADC 中 

        ∵ AB //CD  ∴∠1=∠2  

        ∵ BC // AD  ∴∠4=∠3 

        又∵ AC = AC  ∴△CBA ≅△ADC (ASA 全等) 

        故 AB = CD、 BC = AD ……第(1)解說。 

        且∠ABC=∠ADC 

       (2) 同理 △ADB ≅△CBD 

   故∠DAB=∠BCD……第(2)解說。 

       (3) 在△AOB 與△COD 中 

          ∵∠1=∠2、 AB =CD、∠AOB=∠COD 

          ∴△AOB ≅△COD (AAS 全等) 

         故 AO = CO、 BO = DO ……第(3)解說。 

隨堂練習 5：(1) △AOB 的面積=△AOD 的面積(等底同高)=5 

            (2) 平行四邊形 ABCD 的面積= 4 個△AOD 的面積

=4×5=20。 

隨堂練習 6：∵三角形內角和為 °180   

           ∴∠A= °180 - °36 - °67 = °77  

           ∵平行四邊形對角相等  

           ∴∠D=∠A= °77 。 

 

A B 

C D 

1 

2 

3 

4 

O 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

°36
°67
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活動三： 

步驟 7：略。 

隨堂練習 7：∵ △BAF、△DCB、△CEA

皆與△ABC 全等 

           ∴ △DEF 的面積 

              = 4 個△ABC 的面積 = 4×10 = 40 。 

例題 2：在△CBA 與△ADC 中 

       ∵ AB =CD、 BC = AD (已知) ， 且 AC = AC (共同邊) 

       ∴△CBA ≅△ADC (SSS 全等) 

       故∠1=∠2、∠4=∠3 

       � AB //CD、 BC // AD  

       即四邊形 ABCD 為平行四邊形。 

隨堂練習 8：在△CBA 與△ADC 中 

          ∵ AB //CD  ∴∠1=∠2 ，  

          又∵ AB = CD且 AC = AC  

          ∴△CBA ≅△ADC (SAS 全等)  

          �∠4=∠3  故 BC // AD  

          即四邊形 ABCD 為平行四邊形。 

步驟 8：略。 

 

A 

B C 

D 

E F 

A B 

C D 

1 

2 

3 

4 

A B 

C D 
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2 
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A B 

C D 

O 

隨堂練習 9：(1) 在△AOB 與△COD 中 

              ∵ AO = CO、 BO = DO 且∠AOB=∠COD 

              ∴△AOB ≅△COD (SAS 全等) 

              故 AB = CD  

           (2) 同理 △AOD ≅△COB (SAS 全等) 

              � AD = BC  

             故四邊形 ABCD 為平行四邊形。 

隨堂練習 10：利用四邊形對角線互相平分的性質，即可得平行四

邊形。故依序選 B、C、F、G 四點。 

例題 3：(1) ∵ AB //CD� BE // DG ， 

            且 DGCDABBE ===

2

1

2

1
 

         ∴四邊形 EBGD 為平行四邊形 

          �BG // DE  

        (2) 同理 AG //CE ， 故四邊形 EFGH 為平行四邊形。 

活動四： 

例題 4：△ECD 的面積 

       =
2

1
平行四邊形 ABCD 的面積 

       =
2

1
×100 = 50。 

F 

D 
C 

B 

G 

A E 

H 

A 

D C 

B 
E 
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3 

3 10 

18 

3 

3 
10 

18 

3 

3 

10 

18 

隨堂練習 11：∵△AFB 的面積+△CEB 的面積 

            =△ABC 的面積 

            =△ADC 的面積= 60 

             又∵ BF ： BE = 2：3， 

             ∴△AFB 的面積：△CBE 的面積= 2：3(等高) 

             故△CBE 的面積=
5

3
×60 = 36 。 

例題 5：(方法一) 

       如圖，剩下的種植面積為 

       18×10-10×3-18×3+3×3=105 

       (矩形面積-2條道路面積+重複扣除的重疊面積) 

       (方法二) 

       如圖，經過圖形變化，剩下的種植面積為 

        (18-3)×(10-3) 

        =15×7 

        =105。 

例題 6：∵△AFC 的面積=
2

1
平行四邊形 AEGC 的面積 

      △FCH 的面積=
2

1
平行四邊形 FCBH 的面積 

        又∵△AFC 的面積=△HFC 的面積(同底等高) 
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       ∴平行四邊形 AEGC 的面積=平行四邊形 FCBH 的面積 

         =
4

1
平行四邊形 ABCD 的面積=

4

1
×80 = 20。 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.在平行四邊形 ABCD 中，若△ADE 的

面積為 18，且DE ： EF ： FG ：GC = 

  2：3：2：4，則平行四邊形 ABCD 的

面積為多少？ 

2.已知四邊形 ABCD 為平行四邊形，O 為內

部一點，若△AOB、△BOC、△COD 的

面積分別為 43、54、48，則△AOD 的面

積為多少？ 

3.如圖，兩條寬為 6公分的矩形，交錯放置，則

重疊部分的面積為多少平方公分？ 

4.如圖，在平行四邊形 ABCD 與矩形 EFGH 中， 

 若∠1= °74 、∠2= °142 ，則∠B 為多少度？ 

5.如圖，下列四個選項中，哪一個可以用來判

定四邊形 ABCD 為平行四邊形？ 

(A) AB //CD且 AD = BC    (B) AD =CD且 AB = BC  

(C) ∠1=∠2 且∠3=∠4    (D) ∠1=∠2 且 AD = BC  

A 

D C 

B 

O 54 
48 

43 

D 

B A 

C 
1 

2 3 

4 

6 

6 

°45

A 

D C 

B 

E F G 

P Q R 
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A 

D C 

B 6.在四邊形 ABCD 中，∠A=∠C、∠B=∠D， 

  說明四邊形 ABCD 為平行四邊形的理由。 

7.如圖，已知兩直線 L 與 M 平行，則下列哪ㄧ個敘述是錯誤的？ 

(A)△ABC 與△ABD 的面積相等 

(B)△ABC 與△BCD 的面積相等 

(C)△BCD 與△ACD 的面積相等 

(D)△AOD 與△BOC 的面積相等 

8.在平行四邊形 ABCD 中， AE⊥ BF ，若

AE =8、 BF =12，則平行四邊形 ABCD 的

面積為多少？ 

9.在平行四邊形 ABCD 中，已知HG // AC 、

EG // BC 、 FH // AB ，說明平行四邊形

ABFH 與平行四邊形 BCGE 的面積相等。 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1.∵DE ： EF ： FG ：GC = 2：3：2：4，且△ADE 的面積為 18 

  ∴△PEF、△QFG、△RGC 的面積，分別為 27、18、36。 

  故平行四邊形 ABCD 的面積 

  =2×△ADC 的面積 

    =2×(18+27+18+36) 

    =198 。 
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2.過 O 點分別作平行 AD 與 AB 的兩直線 EF 與GH ，利用平行四邊

形對角線將其面積平分的觀念，可得： 

  △AOD 的面積+△COB 的面積 

  =△AGO 的面積+△DGO 的面積+△COH

的面積+△BOH 的面積 

  =△AEO 的面積+△DFO 的面積+△COF 的面積+△BOE 的面積 

=△AOB 的面積+△COD 的面積 

即△AOD 的面積+54 = 43+48 

�△AOD 的面積=43+48-54=37。 

3.∵等寬的矩形 

  ∴重疊的平行四邊形為菱形 

  故重疊部分的面積為 26 ×6 = 236 。 

4. ∵∠D=∠1+∠3 

     = °74 +( °180 - °142 )= °112  

   又∠B 與∠D 為平行四邊形的對角 

   ∴∠B=∠D= °112 。 

5.∵∠1=∠2 � AD // BC ，又 AD = BC   

 ∴由四邊形中，有一組對邊平行且相等，可知為平行四邊形 

 故選(D)。 
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6. 在四邊形 ABCD 中， 

  ∵∠A+∠B +∠C +∠D= °360 又∠A=∠C、∠B=∠D 

∴∠A+∠D +∠A +∠D= °360  

    �2∠A +2∠D= °360  

    �∠A +∠D= °180    � AB //CD  

  同理：∠C+∠D= °180  � AD // BC  

  故四邊形 ABCD 為平行四邊形。 

7.利用三角形同底等高的等面積觀念做判斷，可知，選項(B)是錯

誤的答案。 

8.連 BE  

平行四邊形 ABCD 的面積 

  =2×△ABE 的面積 = 2×
2

128×

= 96 。 

9. (1)連 AF  

∵四邊形 ABFH 為平行四邊形 

∴△AHF 的面積=
2

1
平行四邊形 ABFH 的面積 

又∵ AD // BC  

∴△AHF 的面積=△AHC 的面積 

即△AHC 的面積=
2

1
平行四邊形 ABFH 的面積 
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(2)同理，連 BG  

△AGC 的面積=
2

1
平行四邊形 BCGE 的面積 

  (3)又∵HG // AC  

     ∴△AHC 的面積=△AGC 的面積 

    故平行四邊形 ABFH 與平行四邊形 BCGE 的面積相等。 

八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項：：：： 

1.教學活動時間建議如下，活動一：約 25 分鐘，活動二：約 25

分鐘，活動三：約 40 分鐘，活動四：約 30 分鐘。 

2.活動一的隨堂練習 3，幾何圖形有包含關係。正方形、矩形、菱

形，也都是平行四邊形，但我們仍然要告訴學生，當平常看到

這些幾何圖形時，仍然要稱為正方形、矩形、菱形。 

3.活動二的隨堂練習 4，教師可視學生的作答情形，是否要給提示

(相等面積塗上顏色或做記號)，或者學生用討論模式進行。 

4.活動三的隨堂練習 8 與隨堂練習 9，教師可視學生作答反應，給

於說明理由之提示，或將說明的答案，設計成填充形式，引導

學生填入即可。 

5.活動四的教學過程中，不論是平行四邊形或三角形的圖形，教師

有時可以考慮斜放底邊，免得有些學生以為底邊一定要與水平

線平行的錯誤觀念。 
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6.活動四的例題 5，教師可引導學生多角度思考，且在進行方法二

的教學前，可以考慮先操作所預備的教具，將兩張重疊的全等

梯形，其中一張往右平移，學生可以直接察覺

到，甲面積=丙面積(甲+乙=乙+丙)，學習直觀感

受，再輔以平行四邊形的面積公式，解釋甲面積

=丙面積，會有較佳的學習效果。 

7.活動四的例題 6，有關面積變化問題，教師可以放慢教學速度，

依序引導學生掌握觀念，進行思考，方便對問題的解決。若時間

允許，教師可以增加例子，供學生分組討論，幫助學生對此概念，

能更加的熟悉與瞭解。補充參考例題如下：  

  例如：已知四邊形 ABCD 為平行四邊形，

F 點在 BC 上，且DF 與 AB 交於 E 點，試

說明△ABF 的面積與△CEF 的面積相等。 

  說明： 

  (1) 連 BD，則△CBE 的面積=△DBE 的面積(同底等高)， 

     再同減△BEF 的面積， 

     則△CEF 的面積=△DBF 的面積 

  (2) 又△DBF 的面積=△ABF 的面積(同底等高)， 

     故△ABF 的面積=△CEF 的面積。 
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8.在各活動間，教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

9.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上的獎

勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.教育部編著(2008)。國民中小學九年一貫課程綱要數學學習領域

(pp.175-177)。臺北市：教育部。 

2.剛部恆治著(2005)。王秋陽等譯。訓練思考能力的數學書

(pp.70-81)。上海市：上海世界圖書出版公司。 

3.項武義著(2009)。基礎幾何學(pp.58-63)。臺北市：五南圖書出版

公司。 

4.何繼斌主編(2013)。尖子生培優教材(pp.125-131)。上海市：華東

師範大學出版社。 

5.周春荔、王中峰主編(2005)。奧林匹克競賽解題方法

(pp.215-227)。太原市：山西教育出版社。 

6.活動四例題 5 的教學補充： 

(1)若學生利用剪刀直接操弄，去

掉道路後合併為矩形，其圖形

應為圖(A)，而非圖(B)。 

(2)對於本類型的題目，其道路設計應有一條為水平線或鉛直線，

圖圖圖圖(A) 圖圖圖圖(B) 
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否則無法計算答案。例如，將圖(C)經設想移動後為圖(D)，以

圖(D)計算後的結果，來替代圖(C)的答案，是錯誤的。因為圖

(C)中的小平行四邊形面積(道路重疊部分)，會隨著道路角度的

變化而變動。 

   例如，在圖(C)中，設定不同度數，經過化簡，可得不同答案。 

     1 若 α=60°、β=45°時，則小平行四邊形面積=
4

3927 −

 

  2 若 α=60°、β=60°時，則小平行四邊形面積=
4

27
 

  與圖(D)中的重疊部分面積為 9 是不相等的。 

7.活用平行四邊形的性質，與生活做結合，是非常重要的，我們將

提供兩個例子，方便老師參考與使用。 

(1)已知ㄧ座山，今欲節省時間，從山的兩邊同時開挖一條直線形 

   的隧道，通過 P、Q 兩點，試問如何從 P、

Q兩邊，確定方向來進行開挖，且 P、Q

兩點會在一直線上？ 

  說明：  

  1過 P 點作一直線與另一直線 L1垂直於 A 點。 

  2過 Q 點作一直線與直線 L1垂直於 B 點。 

3在 BQ上取一點 C，使CQ = PA 。並連 AC 。 

4作∠HPA=∠PAC。  
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5作∠FQC=∠QCA。 

6則HP、 FQ兩線段，同在 PQ上，故從 H 往 P與從 F 往 Q開

挖的方向為所求。 

(2)今欲建造一條垂直河邊的大橋，以連

絡 P、Q 兩地方，且從 P 到 Q 的道路

要最短，試問應建於何處？ 

   (假設河的兩岸為平行線) 

    說明： 

1過 P 點作直線與河邊直線 L1垂直於 A 點， 

 並交河的另一邊 L2 於 B 點( AB 為河寬)。 

  2在 PA 上取一點 C，使 PC = AB ，並 

    連CQ，交河邊直線 L2 於 D 點。 

3過 D 點作直線與直線 L2垂直，交直線 L1 於 E 點，並連 EP 。 

   4DE 為所求，且最短路徑為：從 Q 點經 D 點與 E 點到達 P 點。 
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主題主題主題主題 4444－－－－2222：：：：費氏數列與黃金矩形費氏數列與黃金矩形費氏數列與黃金矩形費氏數列與黃金矩形 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生         撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：蘇進發 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：： 

(一) 能知道平面圖形放大、縮小對長度的影響。 

(二) 能知道斜率的意義。 

(三) 能理解比、比例式的意義，並能解決生活中有關比與比

例的問題。 

(四) 能理解畢氏定理。  

(五) 能理解三角形全等的性質。 

(六) 能利用配方法解一元二次方程式。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 認識費氏數列。 

(二) 能理解黃金比例的意義。 

(三) 認識黃金矩形。 

(四) 能理解黃金矩形與費氏數列的關係。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

    透過消失的面積，引起學生的好奇心，願意主動探索與思考，

且在活動的討論過程中，期待他們發現，隱藏於圖形間的關係數

列-費氏數列。之後，我們將教導學生認識費氏數列，也認識費氏



第四章 四邊形 

410 

 

數列與生活的關係，令學生驚訝的事，費氏數列竟然與讓人賞心

悅目的黃金比例，有密切的關係。 

    接著，引導學生理解黃金比例的意義，再藉由作圖，作出黃

金矩形，進而認識黃金矩形。在此學習過程中，我們除了看到美

麗的螺線之外，透過代數運算的重複進行，意外發現，費氏數列

又再次出現了。 

    最後，我們將透過紙卡操弄，利用費氏數列做創意連結，在

正方形與矩形間做變化。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：消失的面積 

    藉由消失的面積，引起學生的學習動機，並複習數學原型教

材 B 冊的斜率概念，再透過可找出正方形與矩形，其面積相差 1

平方單位的圖形間之數據關係，發現它們間隱藏著一個秘密，只

要同學找到此秘密的規律，便可快速畫出更多所要的相關圖形。 

步驟步驟步驟步驟 1：：：：透過圖 1 與圖 2 兩圖形的比較，引導學生觀察，兩圖形間

相差 1 平方單位，其原因為何？ 

 

 

 

      學生說明：                     。 

圖圖圖圖 1111    

圖圖圖圖 2222    
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1：：：：試模仿步驟 1，畫出一個矩形與一個正方形，其面積

相差 1 個平方單位，且數據不同步驟 1。 

解： 

步驟步驟步驟步驟 2：：：：教師將步驟 1 與隨堂練習 1 的數據整理出來，並請學生觀

察與比較，是否有何規律？ 

       8
2
+1=5×13 …(可以畫出)；7

2
±1=？   …(不可以畫出) 

       6
2
±1=？  …(不可以畫出)；5

2----1=3×8  …(可以畫出) 

       4
2
±1=？  …(不可以畫出)；3

2++++1=2×5  …(可以畫出) 

       (其中 3
2++++1=2×5 可以畫出，但有些勉強，仍可以接受。) 

       學生說明：                         。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2：：：：試依據步驟 2 的規律，再找出不同的 2 組數據，可以

符合步驟 1 的條件，使正方形與矩形的面積，相差 1

個平方單位的相關圖形。 

解： 

 

活動二活動二活動二活動二：：：：費氏數列 

    教師介紹費氏數列的由來，並舉例說明，不少的費氏數列，

存在於生活的事物中，也請學生思考，還有哪些事物隱藏著費氏

數列。最後，藉由計算偶數項除以其前項所形成的數列，與奇數

項除以其前項所形成的數列，這兩個數列，都會靠近一個數(黃金

比例)，為下一個活動做預備。 
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步驟步驟步驟步驟 3：：：：介紹費氏數列的由來。 

       義大利十三世紀數學家費波納奇(Fibonacci)，觀察兔子的

繁殖現象，在西元 1202 年提出今日所謂的費氏數列。假

設任何一對新生兔子，經過兩個月後，開始生育一對兔

子，其後每隔一個月生育一對兔子。今在年初有一對新兔

子，繁殖到年末，共有幾對兔子？ 

 

 

 

 

 

 

步驟步驟步驟步驟 4：：：：介紹生活中與費氏數列有關的事物。 

        (1)松果中的費氏數列，左旋與右旋不同。 

 

 

 

 

 

 

隊數隊數隊數隊數    
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(2)向日葵中的費氏數列，左旋與右旋不同。 

 

 

 

 

 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3：：：：請學生思考在生活中，還有哪些事物，也有費氏數列

隱藏於其中。 

解： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4：：：：已知費氏數列：1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144…，其

中 1a =1、 2a =1、 3a =2、 4a =3、…，試回答下列問題：

(四捨五入至小數第 3位) 

(1)求數列(A)：
1

2

a

a
,

3

4

a

a
,

5

6

a

a
,

7

8

a

a
,

9

10

a

a
,

11

12

a

a
=             。 

(2)求數列(B)：
2

3

a

a
,

4

5

a

a
,

6

7

a

a
,

8

9

a

a
,

10

11

a

a
=                。 

(3)觀察數列(A)與數列(B)，則 

             1數列(A)越來越      。(填入大或小)  

             2數列(B)越來越      。(填入大或小) 

             3兩數列會漸漸庫靠近一個數，此數為      。 

解： 
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活動三活動三活動三活動三：：：：黃金比例 

    學生透過紙筆計算，發現古文明的建築物，已有黃金比例的

影子，我們也希望透過網路搜尋，期待學生在作業中，找到其它

不同例子。畢竟，黃金比例在人的視覺感受中，是最美好的。又

如人的身材比或臉形比，讓人感受到，其外形之美的時候，聽說

也有黃金比例藏於其中。最後，我們將說明黃金比例的意義，來

結束活動三。 

步驟步驟步驟步驟 5：：：：引導學生從文獻中，認識埃及古夫

金字塔(KHUFU  PYRAMID)，底

邊長約為 230.37公尺、高約為

146.59公尺的正方形錐體。之後，

請同學拿出計算機，利用畢氏定理，計算金字塔斜面的高

除以底邊長之半，你將有驚奇的發現。 

       學生：                             。 

步驟步驟步驟步驟 6：：：：教師告知學生，在幾何原本中，黃金比例是非常重要的部

分，尤其是應用於正五邊形的作圖上。所謂黃金比例是

指，將一線段分成長短兩線段，長線段除以短線段等於全

長除以長線段，此等值即為黃金比例。今我們以簡單的幾

何，如下例題 1 所示，來說明黃金比例的意義。 
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A 

� 

C 

� 

B 

� 
例題例題例題例題 1：：：：如圖，已知 AC ： BC = AB ： AC ，

若 BC =1，則 AC 為何？ 

解： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5：：：：據說：「人的身材，從肚臍到腳底的距離除以肚臍到

頭頂的距離，等於全身長除以肚臍到腳底的距離，

是最完美的身材。」意思是說，符合黃金比例。若

小英身高 170公分，要穿上 10公分的高跟鞋，才能

達到最完美的身材，試問，小英從肚臍到腳底的距

離為多少？(請四捨五入取整數值) 

解： 

 

活動活動活動活動四四四四：：：：黃金矩形 

    利用圓規操作，畫出黃金矩形，並瞭解黃金矩形的一些性質，

進而透過不斷地計算「黃金比例(φ )之乘方」，發現費氏數列，也

隱藏於其中。  

步驟步驟步驟步驟 7：：：：教師解說：「當矩形的長與寬之比值為黃金比例時，我們

稱它為黃金矩形。」接著，引導學生從所給的正方形圖

形，延伸作出黃金矩形，如下例題 2 所示，透過操作，

幫助學生熟悉黃金矩形。 
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A 

B C 

D 
例題例題例題例題 2：：：：已知邊長為 1 單位的正方形 ABCD，求在

AB 的右邊，作一個黃金矩形 ABEF。 

作法： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6：：：：承例題 2，說明矩形 CDFE 為黃金矩形。 

說明： 

步驟步驟步驟步驟 8：：：：從步驟 7 的過程中，我們發現，將黃金矩形切去一個以寬

為邊的正方形後，仍然為黃金矩形，且動作可以不斷地重

複，令人驚豔不已。當學生再將正方形的頂點(如下圖)，

以圓弧線連結時，你將又看到一條漂

亮的螺線。今我們也將黃金比例(φ )，

重複做乘方運算，如下例題 3，看看

有何發現？ 

例題例題例題例題 3：：：：已知黃金比例(φ ) =
2

51+

，計算 2
φ 、 3

φ 、 4
φ 、 5

φ 、 6
φ 、 7

φ 、

8
φ ，結果以φ 的一次方及非負整數，用一行一行的形式列

出，並觀察此結果，是否有新的發現？  

解： 

 

 

 

A 

B 
C 

D 

E 

F 
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活動活動活動活動五五五五：：：：矩形與正方形之變變變 

透過紙卡的操弄，並利用費氏數列的規律，將多個不同的正

方形拼成矩形，亦可將多個不同的矩形拼成正方形，我們將可發

現，費氏數列不經意地，就出現在我們眼前。 

步驟步驟步驟步驟 9：：：：教師預備邊長為 1 單位的正方形兩個，與邊長分別為 2、

3、5、8 單位的正方形各一個，請同學利用這些正方形，

拼成面積最大的矩形。 

       學生畫圖紀錄：                         。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7：：：：承步驟 9，利用教師所預備的正方形，你可以拼出多

少種邊長不等的相異矩形？ 

解： 

步驟步驟步驟步驟 10：：：：教師預備邊長分別為 1×1、1×2、2×3、3×5、5×8、8×13、

13×21 的矩形各一個，請同學利用這些矩形，拼成面積

最大的正方形。 

        學生畫圖紀錄：                         。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8：：：：承步驟 10，利用教師所預備的矩形，你可以拼出多

少種不同的正方形？ 

解： 

 

 



第四章 四邊形 

418 

 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：：    

活動一： 

步驟 1：圖 1的矩形中，看似直線的對角線 AC ，利用斜率的概念

得知，AB 的斜率為
5

2
，AD 的斜率為

8

3
，AC 的斜率為

13

5
，

因為
13

5

8

3

5

2
≠≠ ，所以

不在同一條直線，若圖

形放大，則將發現是一

個面積為 1 平方單位的平行四邊形 ABCD。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1：：：：5×5-1=3×8 

 

 

 

 

步驟 2：可以畫出的圖形，其數據有下列關係： 

  3
2++++1=2×5   

          5
2----1=3×8 

          8
2
+1=5×13 ，，，，…………都是費氏數列的數字，且其規則為：

費氏數列的任三個連續數(不要太小)，中間數的平方加 1

或減 1，會等於前後兩數的乘積。 

圖圖圖圖 1111    

A 

B 

C 

D 
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A 

� 

C 

� 

B 

� 

隨堂練習 2：13
2-1=8×21，21

2+1=13×34。 

活動二： 

隨堂練習 3：鳳梨的鱗片、雛菊的葉片、達利(dali)1955 年的畫作-

最後的晚餐。 

隨堂練習 4：(1) 數列(A)：1，1.5，1.6，1.615，1.618，1.618。 

(2) 數列(B)：2，1.667，1.625，1.619，1.618。 

(3)  1 大。2 小。3 1.618 。 

活動三： 

步驟 5： 

212.34756

584.13267628.21488

)
2

37.230
(59.146 22

=

+=

+

 

≒186.430 (斜面的高) 

186.430÷115.185≒1.6185。 

例題 1：設 AC = x，則 x：1=(1+x)：x 

化簡得： 012
=−− xx  

        
2

51±
=x (負不合)………近似值約 1.618。 

 

 

斜面的高斜面的高斜面的高斜面的高    

底邊長之半底邊長之半底邊長之半底邊長之半    

錐體的高錐體的高錐體的高錐體的高    
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隨堂練習 5：方法(一) 

設小英從肚臍到腳底的距離為 x，則可得： 

           (x+10)：(170-x)=(170+10)：(x+10) 

           )170(180)10( 2
xx −=+  

           305002002
=+ xx  

           1000030500100002002
+=++ xx  

           40500)100( 2
=+x  

           40500100 ±−=x (負不合)，四捨五入後為 101(公分)。 

方法(二)： 

設小英從肚臍到腳底的距離為 x，則可得： 

           
2

51

170

10 +
=

−

+

x

x
 

           xxx 55170170202 −−+=+  

           5170150)53( +=+ x  

           
53

5170150

+

+
=x ，四捨五入為 101(公分)。    

活動四： 

例題 2：(1)做 BC 的中點 O，並連OD 。 

(2)以 O點為圓心，OD 為半徑， 

           畫弧交 BC 於 E點。 

(3)做矩形 ABEF，則黃金矩形 ABEF 為所求。 

A 

B C 

D 

O E 

F 
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隨堂練習 6：∵
)15)(15(

)15(2

15

2
1

2

15
1

+−

+
=

−

×=
−

÷=÷ CEEF  

2

15

4

)15(2 +
=

+
=  

∴矩形 CDFE 為黃金矩形。 

例題 3：∵φ 為 012
=−− xx 的一根 

∴ 012
=−− φφ ，即 12

+= φφ  

故 12)1()1( 223
+=++=+=+×=×= φφφφφφφφφφ  

          23)1(22)12( 234
+=++=+=+×=×= φφφφφφφφφφ  

         352)1(323)23( 245
+=++=+=+×=×= φφφφφφφφφφ  

   583)1(535)35( 256
+=++=+=+×=×= φφφφφφφφφφ  

         8135)1(858)58( 267
+=++=+=+×=×= φφφφφφφφφφ  

         13218)1(13813)813( 278
+=++=+=+×=×= φφφφφφφφφφ  

從 832 ,..., φφφ 的計算，我們發現，φ 的係數成費氏數列，常

數項也成費氏數列。 

活動五： 

步驟 9： 

    

    

    

    



第四章 四邊形 

422 

 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7：：：：矩形 1×2、2×3、3×5、5×8、8×13，共 5種。 

步驟步驟步驟步驟 10101010：：：：    

    

    

    

    

    

    

    

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8：：：：邊長為 1、3、8、21 的正方形，共 4種。 

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.右圖為 12 個相連的蜂窩，假設有一隻蜜蜂，

要由 P點位置經過蜂窩到達 Q點位置，今規

定只能往右邊移動(包含右上與右下)，且蜜蜂不可回頭。試問，

蜜蜂有幾種不同的移動路線，可以從 P點前進到 Q點？ 

2.尋找一個與黃金比例有關的事物。 

3.已知等腰△ABC 與等腰△BCD 相似，其對應邊會

成比例，即 AB ： BC = BC ：CD，若CD =1，且

BC = BD = AD ，則 AD 為多少？ 

D 

C B 

A 

1 
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4.已知矩形 ABCD 為黃金矩形，且短邊

AB =10，今切去一正方形 ABFE 後，則 

  (1) CD：DE 的比值為多少？ 

(2) DE 為多少？ 

5.承活動四的例題 3，試回答下列問題： 

(1) 
12

φ =aφ +b，其中 a、b 為常數，則 a、b各為多少？ 

(2) n
φ =610φ +k，其中 n、k 為常數，則 n、k各為多少？ 

6.利用費氏數列：1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,…，依序做出矩形 1×1、

1×2、2×3、3×5、5×8、8×13、13×21…，規定使用矩形需從小到

大，來拼出最大正方形，試回答下列問題： 

  (1)若今日利用 9 個矩形，則所拼出的最大正方形面積為多少？ 

  (2)若所拼出的最大正方形面積為 142129=(377
2
)，則今日所用的

矩形有多少個？ 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1.首先標上部分字母於蜂窩上，以利說明。 

  

(1)P�A       (2) P�B         (3) P�C       (4) P�D 

  

 共 1種。      共 2種。        共 3種。       共 5種。 

以此類推得費氏數列模式 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,…， 

故 P�Q 有 144種不同移動路徑。 

A 

B 
F 

E 

C 

D 

10 

P 

Q A 

B 

C 

D 

E 

P 

A 

P 

A 

B P 

A 

B 
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2.畢氏學派的五芒星符號(五角星)。(其中 AC ： AB 的比值=
2

51+

) 

 

 

 

 

3.設 BC = BD = AD =x，則 

   (x+1)：x = x：1 

   012
=−− xx  

   
2

51±
=x (負不合) 

4. (1) CD：DE 的比值= BC ： AB 的比值 

     =
2

51+

(黃金比例) 

  (2) DE =(
2

51+

-1)×10= 555 − 。 

5. (1)∵ 12
φ =144φ +89   ∴ a=144、b=89。 

  (2)∵ 15
φ =610φ +233   ∴ n=15、k=233。 

6.由費氏數列的每一項，依序與下一項所做出的矩形 1×1、1×2、

2×3、3×5、5×8、8×13、…，其面積所形成的新數列<Bn>，我

們從圖形中發現，其和有一些規律： 

 

x 

D 

C B 

A 

1 

x 

x 

A 

B 
F 

E 

C 

D 

10 

A C 

B 
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  S1=1×1 =1
2
 

S3=1×1+1×2+2×3=1×(1+2)+ 2×3=1×3+ 2×3=(1+ 2)×3=3×3=3
2
 

S5=3×3+3×5+5×8=3×(3+5)+ 5×8=3×8+ 5×8=(3+ 5)×8=8×8=8
2
 

…，至奇數項的和為完全平方數，以拼成的圖形來說，即是拼

成正方形。 

今將費氏數列與新的<Bn> 數列對應 

 

 

可知： 

使用 n(奇數)個矩形，其拼成的最大正方形面積為對應費氏數列

第 n+1項值的平方。 

故 (1) 使用 9 個，拼成的最大正方形面積為 55
2
=3025 

   (2) 拼出的最大正方形面積為 142129=( 377
2 
)，使用 13 個。 

 

八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項：：：： 

1. 教學活動時間建議如下，活動一：約 15 分鐘，活動二：約

15 分鐘，活動三：約 20 分鐘， 活動四：約 25 分鐘，活動

五：約 15 分鐘。 

2. 本單元的教學與練習過程中，有時計算較為繁雜，教師請同

學先預備計算機，以增加運算之效率。 

1111,,,,        1111,,,,    2222,,,,        3333,,,,        5555,,,,        8888,,,,            13131313,,,,            21212121        ,…,…,…,…    
����        ����        ����        ����        ����            ����                ����                ����            ����    

1111×1×1×1×1,,,,1111××××2,2,2,2,2222××××3,3,3,3,3333××××5,5,5,5,5555××××8,8,8,8,8888××××13,13,13,13,13131313××××21,21,21,21,21212121××××34,34,34,34,…………    
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3. 活動一的步驟 1，若教師未曾教過斜率的概念，可以考慮另

外利用 20 分鐘的時間，進行此部分的教學，資料可以參考國

民中學數學教材原型 B 冊的內容。 

4. 活動一的隨堂練習，教師可視學生的反應，分成 6 組進行，

邊長分別為 3、4、5、6、7、9 的正方形面積，加 1或減 1

後，面積看起來會等於矩形的面積，如同步驟 1 中之圖 1 與

圖 2 的關係一般，如此，可以節省一些上課時間，也增進學

生的互動。 

5. 活動三的步驟 5，數據雖然比較繁雜，確是比較接近事實的

資訊，讓學生體會到生活的資料，不會常常是那麼好算的整

數值，而是需要使用計算機幫助計算。 

6. 活動四的步驟 7，我們刻意從正方形出發，作出黃金矩形，

然後，再讓學生從練習中，發現小矩形也是黃金矩形，重覆

此規律，進而認識黃金矩形的特徵。 

7. 活動四的步驟 8，教師先帶領學生計算 2
φ 、 3

φ 、 4
φ ，且結果

一行一行地呈現於黑板，然後請學生幫忙計算 5
φ 、 6

φ 、 7
φ 、

8
φ ，增加其瞭解度，並將答案寫於黑板上，幫助學生發現其

規律。 

8. 在各活動間，教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

9. 在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上
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的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1. 傅淑婷(2013)。比例教學篇斜率，陳昭地主編：國民中學數

學教材原型 B 册(pp.173-192)。新北市：國家教育研究

院。 

2. 王懷全編著(1994)。數學發展史(pp.259-261)。新北市：學英

文化事業有限公司。 

3. Mario Livio 著。邱宏義譯(2004)。黃金比例。臺北市：遠流出

版。 

4. 蔡聰明著(2005)。數學的發現趣談(pp.179-205)。臺北市：三

民書局。 

5. 李光淵著。吳敏琪譯(2010)。數學三國志(pp.26-34)。新北市：

美藝學苑。 

6. 朴炅美著(2005)。王海娟譯。無所不在的數學現象

(pp.44-45,pp.75-78,p.114)。臺中市：晨星出版。 

7. 黃敏晃著(2011)。玩弄數學問題(pp.10-25)。新北市：翰品文

教出版社。 

8.活動四例題 3之補充： 
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 (1)在例題 3 中，我們發現φ (=
2

51+

)的乘

方隱藏著費氏數列。故我們猜想，右圖

中的 FC ，是否也有如此？ 

 (2)令φ= FC =
2

51+

-1=
2

51+−

，則：(其中φ也等於
φ

1

51

2
=

+
) 

     512 +−=ϕ  � 512 =+ϕ ，兩邊平方化簡可得： 012
=−+ ϕϕ  

(3) 12
+−= ϕϕ  

    )12()1()1( 223
−+=++−−=+−=+−×=×= ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ  

)23(23)1(22)12( 234
−−=+−=−+−=−=−×=×= ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

 )35(2)1(323))23(( 245
−+=++−−=+−=−−×=×= ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ  

)58(6
−−= ϕϕ ； )813(7

−+= ϕϕ ；… 

從 732 ,..., ϕϕϕ 的計算，我們發現，ϕ 的係數及常數項都與費氏數

列有關，且要考慮正負的情形。。 

9.活動五的步驟 9，其拼圖的逆向思維，可以用來解說，輾轉相

除法求最大公因數的原理，教師可以考慮，是否用來解說與複

習。 

例如：求 26與 16最大公因數為多少？ 

 

 

 

A 

B 
F 

E 

C 

D 

1 
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A 

B 
F 

E 

C 

D 

ψψψψ 

1 

圖圖圖圖 1    

  

 

 

 

 

 

最小正方形的邊長 2，即為兩數的最大公因數。 

說明： 

∵如圖所示，正方形邊長 2是正方形邊長 4的因數，也是矩形

4×6 的邊長之 6 因數，重複動作，最後可知，邊長 2 是邊

長 16 與 26 的因數。 

又∵邊長 2的正方形，是滿足分割條件，最先完成的正方形，

也是滿足分割條件，最大的正方形。(此正方形若繼續分

割，還可以產生小正方形。) 

∴兩數的最大公因數即為 2。 

(且輾轉相除法中，兩旁數字相加，也為圖中正方形個數的總和。) 

10.在黃金矩形中，切割以寬為一邊的正方形，仍然為黃金矩形，

其意思告訴我們，這些矩形都是相似的圖 

形，如右圖 1，矩形 ABCD 與矩形 FCDE 是 

相似的圖形，且直觀感受到，大的矩形縮 

26262626    

16161616    

16161616    

10101010    

10101010    

6666    
6666    

4444    
4444    

2222    

2222    2222    

26262626    16161616    1111    

16161616    

10101010    

1111    

10101010    

6666    1111    

6666    

4444    

4444    

1111    

2222    2222    

2222    

0000    
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小
φ

1
倍後成為小的矩形。意思是說，

φφφ

11
1

1
=×=×= ABDE 。 

重複此動作，如右圖 2，我們可以得到： 

   2

1111

φφφφ

=×=×= DEEG  

   32

1111

φφφφ

=×=×= EGGK  

   43

1111

φφφφ

=×=×= GKHK ，…的規律結果。 

 

 

 

 

 

 

圖圖圖圖 2    

A 

B 
F 

E 

C 

D 

G 
H 

K 
‧ ‧ 

‧ 

ψψψψ 
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主題主題主題主題 4444－－－－3333：：：：梯梯梯梯形形形形 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：蘇進發 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：： 

(一) 能認識梯形。 

(二) 能運用切割重組，理解梯形的面積公式。 

(三) 能理解三角形的全等性質。 

(四) 能認識平行四邊形及理解其性質。 

(五) 能理解三內角為 30˚-60˚-90˚與 45˚-45˚-90˚的三角形

之邊長比例關係。 

(六) 能理解三角形兩邊中點連線，會平行第三邊且為其長度

的一半。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 複習梯形的意義與理解其面積公式。 

(二) 能理解等腰梯形的性質與判別性質。 

(三) 能理解梯形兩腰中點連線性質並能應用。 

(四) 能透過觀察、發現與解說，尋找梯形內的一個點，在部

分條件下，過此點的切割線，可將梯形面積平分。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

    從尋找平行四邊形內的一個點，過此尋找到的點做任意切割
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線，都可將其面積平分為開始，培養學生發現、猜測、歸納與驗

證。在此我們發現，除了以對角線為切割線外，其餘所切割後的

圖形，都是一樣的梯形。因而，反向思考，引導學生操作兩個一

樣的梯形，來認識梯形與理解其面積公式。 

    接著，透過操弄認識等腰梯形，學習等腰梯形的性質與判別

性質，及兩腰中點連線的性質與應用。在這過程中，我們安排了

一些梯形的問題，學生需要用作高或作平行線的解題技巧，即可

順利解決。 

    最後，我們以尋找梯形內的一個點，過此點做切割線，在部

分的條件下，可將梯形的面積平分，與開始的動機做前後呼應，

來結束本單元。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：認識梯形與理解其面積公式 

    教師以「平行四邊形的平分問題」為動機，引導學生透過操

作，進入觀察、猜測與解說，來尋求問題的答案。接著，複習梯

形的意義，並明瞭兩個一樣的梯形，可以拼出平行四邊形，再次

回憶梯形的面積公式。 

步驟步驟步驟步驟 1：：：：請學生拿出預備的平行四邊形紙張，思考與討論，如何切

割一刀(直線)，將其面積平分為二，並說明你的理由。 

        (教師可依學生的操作情形，考慮是否要提示：) 
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學生說明：                          。 

步驟步驟步驟步驟 2：：：：請學生猜測，若將平行四邊形面積平分之不同方式的切割

線，畫在同一個平行四邊形上，好像會通過某個定點，你

可以猜出哪個點的大概位置嗎？ 

       (教師可預備 3張，畫有相同平行四邊形的透明投影片，再

畫上圖 1~3的切割線，利用圖形疊合，方便學生觀察。) 

       學生回答：                          。 

步驟步驟步驟步驟 3：：：：教師解說：「過平行四邊形對角線交點的切割線，必將平

行四邊形的面積平分。」今簡單說明於下： 

       【說明】： 

       四邊形 AEFD的面積 

       =四邊形 AOFD的面積+△AEO的面積 

       =四邊形AOFD的面積+△CFO的面積(∵△AEO ≅△CFO)          

       =△ACD的面積=
2

1
平行四邊形 ABCD的面積 

       即過對角線交點的切割線，必將平行四邊形面積平分。 

 

A 

C D 

O 

B E 

F 

圖圖圖圖 1 

作對角線作對角線作對角線作對角線
為切割線為切割線為切割線為切割線    

圖圖圖圖 2 對折對折對折對折 

將對邊對折以將對邊對折以將對邊對折以將對邊對折以
摺痕摺痕摺痕摺痕為為為為切割線切割線切割線切割線    

…………………… 

圖圖圖圖 3 

利利利利用梯形上用梯形上用梯形上用梯形上、、、、下下下下
底相等作切割線底相等作切割線底相等作切割線底相等作切割線    
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結論結論結論結論：：：： 

 過平行四邊形對角線交點的切割線，必將其面積平分。 

步驟步驟步驟步驟 4：：：：教師先複習梯形的意義：「有一組對邊平行，另一組對邊

不平行的四邊形，我們稱為梯形。」再透過拼圖的操弄，

將 2個全等梯形，其中一個旋轉 180˚，拼成平行四邊形，

觀察其面積關係，瞭解梯形面積公式的由來。 

 

 

       梯形的面積=
2

1
平行四邊形的面積=

2

)( hba ×+

。       

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1：：：：已知梯形 ABCD中， CDAB // ，若 34=AD 、 8=AB 、

∠ADC=60˚̊̊̊、∠BCD=45 ˚̊̊̊，則CD

為多少？又梯形 ABCD的面積

為多少？  

解： 

 

活動二活動二活動二活動二：：：：理解等腰梯形性質與判別性質 

    透過摺紙與剪紙，引導學生發現，等腰梯形為一線對稱圖形，

並藉由操作，觀察其底角是否相等？再輔以解說，幫助學生認識

等腰梯形的性質與判別性質。接著，利用等腰梯形的問題告訴學

a 

h 

b a b 

h 

a b 

其中一個旋轉其中一個旋轉其中一個旋轉其中一個旋轉 180
0
 

A B 

C D 60˚̊̊̊ 45˚̊̊̊ 

8 

34  
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生，梯形問題除了作高之外，尚有另一種解題模式-作平行線，利

用平行四邊形的性質來解決問題。最後，我們將等腰梯形的對角

互補，置於指定作業中，供學生練習，為以後的圓內接四邊形做

預備。 

步驟步驟步驟步驟 5：：：：請學生拿出一張矩形紙張，將 AD摺至 BC，如下圖所示，

再依教師指示，沿著虛線減下三角形，然後把紙張展開，

得到一個梯形，此梯形的兩腰相等兩腰相等兩腰相等兩腰相等，我們稱為等腰梯形等腰梯形等腰梯形等腰梯形。 

 

 

 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2：：：：等腰梯形是否為線對稱圖形？ 

說明： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3：：：：承步驟 5，若 AB =20，減去的其中一個△ADE的面

積為 30，且 AE =5，則梯形 EFCD的周長為多少？ 

解： 

步驟步驟步驟步驟 6：：：：在步驟 5中，沿著 ED減去三角形後展開，∠C、∠D 原

是重疊的角，所以它們必定相等，意思是說：「等腰梯形

的兩底角相等。」我們也可以換一個角度來思考，從等腰

梯形直接說明兩底角相等，如下例題 1。 

 

→ 

A B 

C D 

B 

D 

A 

D 

A 

D C 

E F E 
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D C 

A B 

E 

10 

例題例題例題例題 1：：：：在梯形 ABCD中，AB // CD且 AD = BC，

試說明∠C=∠D。 

說明： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4：：：：在梯形 ABCD中， AB //CD且∠C=

∠D，試說明 AD = BC。 

說明： 

步驟步驟步驟步驟 7：：：：教師請學生利用平行四邊形的性質，解隨堂練習 5。並當

學生完成練習後，告知學生，在第(2)小題中，有時，AE是

要自己畫的，即為解題過程中的輔助線。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5：：：：已知等腰梯形 ABCD，AB //CD

且 AE // BC， 

(1)若 AD =10，則 AE為多少？ 

(2)若 AD =10、 AB =15、CD =25，則梯形 ABCD的面

積為多少？ 

解： 

 

活動三活動三活動三活動三：：：：理解梯形兩腰中點連線性質並能應用    

    利用摺紙與拼圖的操弄，引導學生發現「梯形兩腰中點連線」

性質，再透過概念解說，幫助學生明瞭此性質，並能活用它，來

解決相關問題。 

K H 
D C 

A B 

K H 
D C 

A B 
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b 

a A B 

C D 

E F 

K 

步驟步驟步驟步驟 8888：：：：請學生拿出 2個全等的梯形紙張，將其中一張的上底摺至

下底，然後展開，並將摺痕 EF用筆劃出，

如圖，試說明 E、F分別為 AD與 BC的中點。 

       學生說明：                       。 

步驟步驟步驟步驟 9999：：：：同樣操作，再畫出另一個梯形的兩腰中點連線，並將其中

一個梯形旋轉 180˚，合併成一個平行四邊形。再觀察上底

(a)、下底(b)與兩腰中點連線(m)的關係。 

 

 

       觀察知：兩腰中點連線長 m = 
2

ba +

 (且平行上底與下底)。 

       今我們也用不同的方式，簡單解說於下： 

【說明】： 

       (1).連 AF交DC 延長線於 K點，則 

          △ABF ≅△KCF，(ASA或 AAS性質) 

          故CK = AB =a，且 AF = KF。 

       (2).在△ADK中，∵E、F分別為 AD與 AK的中點 

          ∴ EF =
22

1 ba
DK

+
= ，且 EF // DK � EF // AB //CD。 

 結論結論結論結論：：：： 

梯形兩腰中點連線長，等於上底與下底和之半且平行上、下底。 

a 

m 

b a b 

m 

a b 

其中一個旋轉其中一個旋轉其中一個旋轉其中一個旋轉 180
0
 

m 

A B 

C D 

E F 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6：：：：若梯形兩腰中點連線長為 10公分，高為 8公分，則

梯形的面積為多少平方公分？ 

解： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7：：：：在梯形 ABCD中，AB // EH // FI //GK //CD，且 E、F、

G四等分 AD，H、I、K 也四等分 BC，

若 AB =11、CD =23，則 FI、EH、GK

分別為多少？ 

解： 

 

活動四活動四活動四活動四：：：：平分梯形面積 

步驟步驟步驟步驟 10：：：：請學生拿出預備的梯形紙張，思考與討論，如何切割一

刀(直線)，將其面積平分為二，並說明你的理由。 

         (教師可依學生的操作情形，考慮是否要提示：) 

 

 

 

   

 

 

       學生說明：                            。    

A 

23 

B 

C D 

E 
F 

G 

H 

I 

K 

11 

先作先作先作先作△△△△AKD，，，，使其底邊等於梯形的上底使其底邊等於梯形的上底使其底邊等於梯形的上底使其底邊等於梯形的上底
加下底加下底加下底加下底，，，，再作再作再作再作△△△△AKD的中線的中線的中線的中線(切割線切割線切割線切割線)。。。。 

˙̇̇̇ 

A 

D K 
M 

圖圖圖圖 5 

先摺疊找出上底中點先摺疊找出上底中點先摺疊找出上底中點先摺疊找出上底中點，，，，再找再找再找再找
出下底中點出下底中點出下底中點出下底中點，，，，畫出切割線畫出切割線畫出切割線畫出切割線。。。。 

˙̇̇̇ 

˙̇̇̇ 圖圖圖圖 4 

連連連連 AC，，，，過過過過 B點作直線平行點作直線平行點作直線平行點作直線平行 AC ，，，，

交交交交CD延長線於延長線於延長線於延長線於 K點點點點，，，，再作再作再作再作DK的的的的

中點中點中點中點M，，，，連連連連 AM 即為切割線即為切割線即為切割線即為切割線。。。。 
C 

˙̇̇̇ 

A 

D K 
M 

B 
圖圖圖圖 6 
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A B 

C D 

N M

E 

F 

˙̇̇̇
Q 

P 
O 

步驟步驟步驟步驟 11：：：：請學生猜測，若將梯形面積平分之不同方式的切割線，

畫在同一個梯形的圖形上，好像會通過某個定點，你可

以說出哪個點的大概位置嗎？ 

(教師可預備 3張，畫有相同梯形的透明投影片，再畫上

圖 4~6的切割線，利用圖形疊合，方便學生觀察。) 

        學生回答：                          。 

步驟步驟步驟步驟 12：：：：教師解說：「過梯形兩腰中點所連線段的中點，且與上底

及下底都有交點的切割線，必將梯形面積平分。」今簡

單說明於下： 

         如圖，已知M、N分別為梯形兩腰 AD、BC的中點，O

為MN的中點，且 PQ通過 O點，分

別交 AB、CD於 P、Q，試說明 PQ將

梯形 ABCD的面積平分。 

        【說明】： 

        (1)作 AB的中點 E，並連 EO交CD於 F點。 

        (2)∵ AB // MN //CD且 AM = DM ，∴ EO = FO  

           �△OEP ≅△OFQ(ASA或 AAS性質) 

        (3)∵ AE // MO // DF且 AM = DM ， EO = FO  

          ∴DF =2 MO - AE = )24(
2

1
AEMO − = )2(

2

1
ABMN − = CD

2

1
 

A B 

C D 

N M O 
˙̇̇̇

Q 

P 
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          即 F點為CD的中點 

        (4)故四邊形 APQD的面積 

             =五邊形 AEOQD的面積+△OEP的面積 

             =五邊形 AEOQD的面積+△OFQ的面積 

             =四邊形 AEFD的面積=
2

1
梯形 ABCD的面積 

           即過梯形兩腰中點連線的中點之切割線，必將梯形面

積平分。 

結論結論結論結論：：：： 

過梯形兩腰中點所連線段的中點，且與上底及下底都有交點的切

割線，必將梯形面積平分。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8：：：：如圖所示，在梯形內部挖除一個

平行四邊形，試作出一條切割

線，將此圖形的面積平分。 

解： 

 

教學活動參考教學活動參考教學活動參考教學活動參考解答解答解答解答：：：：    

活動一： 

步驟 1：略。 

步驟 2：略。 
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A B 

C D 60˚̊̊̊ 45˚̊̊̊ 

8 

34  

E F 

隨堂練習 1：∵△ADE為 30˚-60˚-90˚的三角形 

∴ 3234
2

1

2

1
=×== ADDE ， 

634
2

3

2

3
=×== ADAE  

又∵△BCF為等腰直角三角形， ∴ AEBFCF == =6 

故 32146832 +=++=CD ， 

且梯形 ABCD的面積= 6666
2

6)32148(
+=

×++

。 

活動二： 

隨堂練習 2：是。 

隨堂練習 3：∵△ADE的面積為 30，且 AE =5， 

∴ 30
2

5
=

×AD
，� 12=AD ， 

再利用畢氏定理可知， 13125
22

=+=DE  

故梯形 EFCD的周長=13+10+13+20=56。 

例題 1：在△ADH與△BCK中 

∵ AD = BC、 AH = BK (高) 

且∠AHD=∠BKC=90˚ 

∴△ADH ≅△BCK(RHS性質) 

故∠C=∠D。 

 

A 

D C 

E F 5 

K H 
D C 

A B 
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隨堂練習 4：在△ADH與△BCK中 

∵ AH = BK (高)、∠C=∠D 

且∠AHD=∠BKC=90˚ 

∴△ADH ≅△BCK(AAS性質) 

故 AD = BC。 

隨堂練習 5：(1) ∵四邊形 ABCE為平行四邊形 

               ∴ 10=== ADBCAE  

(2) ∵△ADE為正三角形   

∴ 3510
2

3
=×=AH  

               故梯形 ABCD的面積= 3100
2

35)2515(
=

×+

。 

活動三： 

步驟 8：(1) 將 AB摺至CD上，則 A點摺至 K點， 

此時∠A=∠1、 AE = EK。 

(2) 又∵∠A+∠D=180˚( AB //CD ) 

           且∠1+∠2=180˚(平角) 

           ∴∠D=∠2 � EK = ED，即 AE = ED  

(3) 同理， BF = FC。 

隨堂練習 6：10×8=80(平方公分) 

 

K H 
D C 

A B 

D C 

A B 

E 

10 

15 

15 

10 

10 
H 

A B 

C D 

E F 

K 
2 1 

D C 

A B 

E 

10 10 10 
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D C 

A B 

D C 

A B 

6 

A 

23 

B 

C D 

E 
F 

G 

H 

I 

K 

11 

隨堂練習 7：∵梯形兩腰中點連線長等於上底與下底和之半 

∴ 17
2

2311
=

+
=FI ， 14

2

1711
=

+
=EH ， 

20
2

2317
=

+
=GK  

活動四： 

步驟 10：略。 

步驟 11：略。 

隨堂練習 8：(1) 作梯形兩腰中點連線的中點 O 

(2) 作平行四邊形對角線的交點 K 

(3) 連OK，此切割線OK即為所求。 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.在梯形 ABCD中，若 AB：CD =5：11且△ACD

的面積為 132，則梯形 ABCD的面積為多少？ 

2.在等腰梯形 ABCD中， AB //CD，試說明 

∠A+∠C=180˚̊̊̊。 

3.已知等腰梯形 ABCD，其中 AD = 6，若利用此等腰梯形 6個，恰

可拼成一個大菱形，試問等腰梯形 

ABCD的面積為多少？ 

4.在梯形 ABCD中， AB //CD且 EF為兩腰中點連

線，若 AB =6、 EF =10，則梯形 AEFB與梯形

D C 

A B 

132 

6 

E 

A B 

D C 

F 
10 

˙

˙

O 

K 
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D 

B A 

C 

D C 

A B 

132 

ABCD的面積比為多少？ 

5.在梯形 ABCD中，AB //CD，若 E、F分別為 BD與

AC的中點，且 AB =5、CD =13，則 EF為多少？ 

6.在等腰梯形 ABCD中， AB //CD，若 AB =6、

CD =8、BC = AD =5，則梯形對角線 BD的長度為多少？ 

7.如圖，梯形 ABCD中， AB //CD， ADAC ⊥ ，

若 AD =15、 AC =20，且 AB =10，則 BC的長度

為多少？ 

8.在梯形 ABCD中， AB //CD，若 10=AB 、 20=CD 、∠D=50˚、

∠C=40˚，今分別以 AD、 BC為邊作

正方形甲與乙，則甲、乙兩正方形的

面積和為多少？ 

9.過梯形上底中點與下底中點之連接線段的中點做切割線，且與

上、下底有交點，試說明此切割線將梯形面

積平分。(即 PQ平分梯形 ABCD的面積) 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1.∵△ABC的面積：△ACD的面積 = AB：CD = 5：11(同高) 

 ∴△ABC的面積：132 = 5：11， 

    �△ABC的面積= 60 

  故梯形 ABCD的面積= 132+60 = 192。 

A B 

C D 

E F 

5 

13 

A B 

C D 

40˚ 50˚ 

20 

10 甲甲甲甲    
乙乙乙乙    

˙̇̇̇ 

P 
A B M

N 
D C Q 
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D C 

A B 
2.∵ AB //CD，∴∠A+∠D=180˚ 

 又∵四邊形 ABCD為等腰梯形， 

    ∴∠D=∠C ， 故∠A+∠C=180˚。 

3.設等腰梯形底角為 x˚ 

∵ PQ // SR  ∴ x + 2x = 180  � x = 60 

又∵ PQ = SR  ∴ PE + EQ = SF + FR     

� EQ = FR = 6 (腰長等於上底) 

故 336
2

3
=×=AH ， 36

2

1
=×=DH  

�等腰梯形的面積= 327
2

33)126(
=

×+

。 

4.作梯形的高 AH，交 EF於 G點，交CD於 H點 

  ∵ AB //CD // EF且 AE = ED  ∴ AG = GH (設為 k) 

又∵ EF為兩腰中點連線  

   ∴ 10
2

6
=

+ CD
 � 14=CD  

  故梯形的面積 AEFB：梯形 ABCD的面積 

    =
2

)106( k×+

：
2

2)146( k×+

= 16：40 = 2：5。 

5.連 BF交CD於 G點，則 

  △ABF ≅△CGF(AAS或 ASA性質) 

� BF = FG、CG = AB = 5 

S R 

P Q E 

x ˚̊̊̊ 

x ˚̊̊̊ 
x ˚̊̊̊ 

F 

D C 

A B 

6 

H 
60˚ 

6 

E 

A B 

D C 

F 
10 

H 

G 

A B 

C D 

E F 

5 

13 

G 
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A B 

C D 

40˚ 50˚ 
20 

10 
甲甲甲甲    

乙乙乙乙    

K 

又∵E、F分別為 BD與 BG的中點 

   ∴ DGEF
2

1
= = 4

2

513
=

−

。 

6.作等腰梯形 ABCD的高 AE與 BF，則  

  DE = CF = 1
2

68
=

−

(∵等腰梯形) 

 故 2415
22

=−=BF ， 

 � 73244924)18(
2

2
=+=+−=BD 。 

7.作梯形 ABCD的高 AE與 BF，則 

 AE = 12
25

2015
=

×
=

×

CD

ACAD
 

 (其中 252015
22

=+=CD ) 

 故 91215
22

=−=DE ， 

 � 5618036144)10925(12 22
==+=−−+=BC 。 

8.方法一： 

  延長 AD、BC交於 K點，則△AKB為直角三角形，且 ABCD 2=  

  � DAKA = 、 BCKB =  

  故甲、乙兩正方形的面積和 

    =分別以 AK、 BK為邊的正方形面積和 

    = AB為邊的正方形面積(畢氏定理) 

    = 10
2 
= 100 。 

D 

B A 

C 
E F 

15 

10 

20 

A B 

C D 
E F 

6 

5 5 

8 
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20 

A B 

C D 

40˚ 
50˚ 

10 
甲甲甲甲    

乙乙乙乙    

K 

10 

  方法二： 

  作 AK // BC，交CD於 K點， 

  則四邊形 ABCK為平行四邊形，  

  � AK = BC、 AB =CK =10 

  且因△AKD為直角三角形 

  故甲、乙兩正方形面積和 

    =分別以 AD、 AK為邊的正方形面積和 

    = DK為邊的正方形面積(畢氏定理) 

    = (20-10)
2 
= 100 。 

9.在△PMO與△QNO中 

∵MO = NO、∠PMO=∠QNO、∠MOP=∠NOQ 

∴△PMO ≅△QNO(ASA性質) 

  故四邊形 APQD的面積 

    =五邊形 AMOQD的面積+△OMP的面積 

    =五邊形 AMOQD的面積+△OQN的面積 

    =四邊形 AMND的面積 

    =
2

1
梯形 ABCD的面積 

  即過梯形上底中點與下底中點之連接線段的中點做切割線，必

將梯形面積平分。 

˙̇̇̇ 

P 
A B M

N 
D C Q 

O 
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八八八八、、、、教學教學教學教學活動注意事項活動注意事項活動注意事項活動注意事項：：：： 

1. 教學活動時間建議如下，活動一：約 25分鐘，活動二：約

22分鐘，活動三：約 23分鐘，活動四：約 20分鐘。 

2. 教師於每個活動結束時，可以做內容歸納，再次提醒學生該

活動的學習重點。 

3. 本單元教材設計，期待學生能利用，發現、臆測、歸納與驗

證(解說)的方法，學習本單元並建立學習的自信心。 

4. 在活動一的步驟 4中，關於梯形的面積求法，有非常多種方

式，今再舉一個例子，方便教師引導學生做多角度思考，如

下： 

連接四邊形的對角線 AC，則： 

  梯形 ABCD的面積=△ACD的面積+△CAB的面積 

                   = hahb ××+××

2

1

2

1
 

                   = hba ×+× )(
2

1
=

2

)( hba ×+

。 

5. 教師在活動二的隨堂練習 5結束後，可以告訴學生，在梯形

問題的解題方法中，大多數的題目，不是作高(利用畢氏定

理)、就是作平行線(利用平行四邊形的性質)，請同學留意。 

6. 在活動三的隨堂練習 6結束後，教師請學生注意，梯形面積

公式，除了「上底與下底和之半乘以高」之外，也等於「兩

a 

h 

b 

A B 

C D 
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腰中點連線長乘以高」。 

7. 在活動三的步驟 8中，梯形兩腰中點所連的線段，課程綱要(P185)

以「中線」稱之，與三角形的中線概念無法一致，故建議教師

以「兩腰中點所連的線段」稱之即可，大陸教材則以「中位線」

稱之。 

8. 在活動四的步驟 11中，我們所設想的梯形面積平分切割線，

是通過梯形兩腰中點連線的中點，若有學生猜想為，上底中

點與下底中點所連線段的中點，則應給於大大地鼓勵，只是

非我們目前課程教學所設定，但我們也安排於作業中，提供

學生當做練習的教材。 

9. 在各活動間，教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

10. 在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1. 教育部編著(2008)。國民中小學九年一貫課程綱要數學學習

領域(pp.176-177)。臺北市：教育部。 

2. 周春荔、王中峰主編(2005)。奧林匹克競賽解題方法

(pp.227-234)。太原市：山西教育出版社。 

3. 王姣慧主編(2013)。全國初中數學競賽(pp.233-242)。杭州市：
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浙江大學出版社。 

4. 活動三的步驟 8之補充。 

  (1)若教師已經教過「平行線截比例線段性質」，可以引導學生，

再用不同的方式進行，簡單說明於下： 

    連 AC交 EF於 G點，則 G點為 AC中點 

    故
22

1

2

1 ba
abFGEGEF

+
=+=+= 。 

  (2)承(1)，我們稱 EF為 a、b的算術平均數，若繼續連 BD，並

過兩對角線的交點 O，作一直線 PQ平行 AB，如圖所示，我

們將再發現， PQ為 a、b的調和平均數， 

與兩腰中點連線不同，即 PQ =

ba

11

2

+

=
ba

ab

+

2
， 

簡單說明於下： 

    【說明】： 

∵ PO //CD  ∴
AD

AP

CD

PO
= ；同理

BC

BQ

CD

OQ
=  

    又∵ AB // PQ // CD  ∴
BC

BQ

AD

AP
= ， 

即 
CD

OQ

CD

PO
= ，可知： OQPO = (設為 k) 

    故 1==+=+

AD

AD

AD

AP

AD

DP

b

k

a

k
  � abakbk =+   �

ba

ab
k

+

=  

    推得：
ba

ab
kPQ

+

==
2

2 。 

a 

b 

A B 

C D 

E F 
G 

a 

b 

A B 

C D 

P Q 
O 
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主題主題主題主題 4444－－－－4444：：：：菱菱菱菱形形形形與與與與筝筝筝筝形形形形 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫撰寫撰寫撰寫者者者者：：：：蘇進發 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：： 

(一) 能瞭解線對稱的意義，並能透過平面直角坐標系，來理

解圖形之線對稱的鏡射圖形。  

(二) 能理解三角形的全等性質。 

(三) 能認識尺規作圖，並能做基本的尺規作圖。 

(四) 能理解三內角是 30˚-60˚-90˚或是 45˚-45˚-90˚的三角

形之邊長比例關係。                                                      

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 能從線對稱概念，理解菱形與筝形等平面圖形。 

(二) 能理解菱形與筝形等圖形的面積公式。 

(三) 能將菱形與筝形作圖轉換成等面積的正方形圖形。 

(四) 能利用菱形與筝形的圖形做創意變化。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

    從線對稱的操作，引導學生理解菱形與筝形等平面圖形，在

此操弄過程中，也為後續的菱形與筝形概念說明做預備，我們更

期待學生，在教師解說菱形與筝形的面積公式後，能有多元的想

法。接著，透過尺規作圖，如何作等面積的圖形變換，意思是說，
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將菱形或筝形轉換成等面積的矩形或正方形。 

    最後，我們藉由「艾薛爾鑲嵌藝術」的介紹，帶領學生做圖

形切割與重組，除了知道前後圖案的面積不變之外，也與藝文領

域做結合，開啟學生不同的視野，期待能激發他們的創造思考能

力。 

 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：菱形與筝形 

    透過線對稱概念，引導學生理解菱形與筝形等平面圖形，並

藉由操作與討論，瞭解菱形與筝形兩條對角線的關係，在此活動

過程中，我們除了直接感受菱形與筝形的概念外，也輔以說明，

幫助學生多元思考。 

步驟步驟步驟步驟 1：：：：教師請學生拿出預備的等腰三角形紙片，將底邊 AC 與直

線 L 重合，然後畫出△ABC。

接著，AC 邊不動，將等腰三角

形紙片翻至直線 L 的另一側，

再畫出△ADC，如右圖。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1：：：：在步驟 1 的四邊形 ABCD 中，其四個邊 AB、BC、CD、

AD 的大小關係為何？ 

說明： 

C 

B 

A 

L 

D 

C 

B 

A 

L 
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C 

B 

A 

D 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2：：：：在步驟 1 的過程中，若學生拿出其它三角形紙片，且

AB ≠ BC，則翻轉後的四邊形 ABCD 中，AB、AD 的

大小關係為何？ BC 、CD的大小關係為何？ 

說明： 

結論結論結論結論：：：： 

1.若四邊形的四邊等長，則我們稱此四邊形為菱形。 

2.若四邊形的兩組鄰邊等長，則我們稱此四邊形為筝形。 

步驟步驟步驟步驟 2：：：：在步驟 1 的菱形 ABCD 中，請同學連上 BD，

然後觀察 AC 與 BD的關係，並請與同學分享你

的心得。教師做最後補充說明： 

       因為直線 L 為線對稱軸，所以直線 L 垂直平分

BD，即 AC 垂直平分 BD。若將圖形旋轉 90˚，同理，BD

垂直平分 AC ，意思是說：「 AC 與 BD互相垂直平分。」，

我們也可利用三角形全等的概念來說明，如下例題 1 所

示。 

例題例題例題例題 1：：：：已知四邊形 ABCD 為菱形，試說明 AC 與

BD互相垂直平分。 

說明： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3：：：：已知四邊形 ABCD 為筝形，其中 AB = AD  

、 BC = CD，試說明 AC 垂直平分 BD。 

C 

B 

A 

L 

D 

C 

B 

A 

D 
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說明： 

步驟步驟步驟步驟 3：：：：教師在學生練習後，做重點整理與說明，敘述如下： 

       (1)菱形對角線互相垂直平分。 

       (2)筝形有一條對角線將另一條對角線垂直平分。 

 

活動活動活動活動二二二二：：：：菱形與筝形的面積公式 

    說明菱形與筝形的面積公式，期待學生理解後，也能用不同

的解說方式，嘗試表達與說明。 

步驟步驟步驟步驟 4：：：：教師引導學生理解菱形面積公式，並透過同樣的概念練

習，瞭解筝形面積公式，如下例題 2 與隨堂練習 4 所示，

期待學生能有不同的說明方法，因此安排練習於指定作業

中，提供學生表達的機會。 

例題例題例題例題 2：：：：已知菱形 ABCD，請依下列條件作答： 

(1)試說明菱形 ABCD 的面積為 BDAC ××

2

1
。 

(2)若 AO = 6、 BO = 8，則菱形 ABCD 的面積與周長分別

為多少？ 

說明： 

 

 

C 

B 

A 

D 
O 
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C 

B 

A 

D 
O 

C 

B 

A 

D 
O E 

F 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4：：：：已知筝形 ABCD， CDAD = 、 CBAB =  

，請依下列條件作答： 

(1) 試說明筝形 ABCD 的面積為 BDAC ××

2

1
。 

(2) 若∠ADC=90˚，DO = 5、 BO = 8， 

則筝形 ABCD 的面積為多少？ 

說明： 

 

活動活動活動活動三三三三：：：：轉換菱形與筝形成等積的正方形 

    利用尺規操作，引導學生做等積的圖形變化，先將菱形轉換

成矩形，再轉變為正方形，在此操作中，矩形的圖形並不一定要

呈現，也可跳過直接做出正方形，但為了讓學生體會圖形間的變

化，所以我們做出矩形，且此矩形作法並不唯一，最後，我們將

筝形轉變成正方形，當作隨堂練習，供學生練習。 

步驟步驟步驟步驟 5：：：：教師畫出菱形 ABCD，請同學討論與分享，如何作出一個

面積與菱形 ABCD 相等的矩形。教師可

視學生學習情況，是否要進行解說。 

       【解說】： 

       (1) 連接 AC 與 BD，兩線交於 O 點。 

       (2) 延長OB ，在直線上找一點 E， 

C 

B 

A 

D 
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C 

B 

A 

D 
O 

G 

F 

E 

P 

Q 

R 

使 BDOE = 。 

       (3) 作矩形 AOEF，則矩形 AOEF 與菱形 ABCD 等面積為

所求。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5：：：：試問步驟 5 中，同學用不同方式，所作出的等面積矩

形，其圖形是否一定是全等的圖形？ 

說明： 

步驟步驟步驟步驟 6：：：：承步驟 5，請同學繼續思考與討論，如何作出一個面積與

菱形 ABCD 相等的正方形。教師可

視學生討論情況，是否要進行解說。 

       【解說】： 

        (1) 延長OE ，在直線上找一點 G，使 EFEG = 。 

        (2) 以OG 為直徑，作半圓。 

        (3) 過 E 點作直線垂直OG ， 

           交半圓於 P 點。 

        (4) 以 EP 為邊，作正方形 EPQR，則正方形 EPQR 與矩

形 AOEF 的面積相等，即與菱形 ABCD 的面積相等。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6：：：：試問步驟 6 中，同學用不同方式，所作出的等面積正

方形，其圖形是否一定是全等的圖形？ 

說明： 

 

C 

B 

A 

D 
O E 

F 
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隨堂練隨堂練隨堂練隨堂練習習習習 7：：：：試作出一個正方形，使其面積與筝

形 ABCD 的面積相等。 

說明： 

 

活動活動活動活動四四四四：：：：創意圖形變化 

    透過艾薛爾鑲嵌藝術作品之介紹，將菱形與筝形切割，藉由

移動、轉動或翻動，組合成一幅全新的等面積圖案，融入藝術氣

息，激發學生創造與思考，開啟他們新視野。在此活動過程中，

仍不忘數學學習，提醒學生注意，圖形轉換的前後，其面積是不

變，最後，我們將筝形的圖形創作，留於作業中，讓學生有足夠

時間，可以呈現較完美的作品。 

步驟步驟步驟步驟 7：：：：教師介紹「艾薛爾鑲嵌藝術」作品，啟發學生創造能力，

並將數學與藝文做結合。 

 

 

 

 

        

步驟步驟步驟步驟 8：：：：請學生拿出矩形紙張，A4 紙張的四分之ㄧ，依教師指示，

對折再對折，然後，畫上對角線的直線，並用剪刀剪開，

C 

B 

A 

D 

引自引自引自引自：：：：師大數學系沈玟妤設計師大數學系沈玟妤設計師大數學系沈玟妤設計師大數學系沈玟妤設計作品作品作品作品////許志農教授指導許志農教授指導許志農教授指導許志農教授指導    
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最後攤開紙張，可得一個菱形的圖形。 

(注意對折方向與剪刀所剪的對角線位置) 

 

 

 

步驟步驟步驟步驟 9：：：：接著，4人一組，其中一人，先在菱形的右上與右下畫出

曲線，其餘三人也描出一樣的曲線(如圖 1)。然後，剪下

所描出的圖形，依指示位置移動後黏上。再將黏後圖形的

左邊，畫出曲線並剪下(如圖 2)，最後，將剪下圖形移置

最右邊並黏上，則一條魚即將被完成(如圖 3)。學生也可

以將它們著色，並列在一起(如圖 4)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖圖圖圖 1    圖圖圖圖 2    圖圖圖圖 3    

圖圖圖圖 4    

右內摺右內摺右內摺右內摺    上內摺上內摺上內摺上內摺    
展開展開展開展開    
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8：：：：請學生發揮你的想像力，將右圖部分

圖形剪下，做平行移動，拼成一個花

瓶。 

操作： 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 9：：：：有一頂玩具帽，其正面圖形如

右圖，則其面積約為多少平方

公分？ 

解： 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：：    

活動一： 

隨堂練習 1： AB = BC =CD = AD 。 

隨堂練習 2：(1) AB = AD ，(2) BC =CD。 

例題 1：方法(一) 

(1) ∵四邊形 ABCD 為菱形，  

∴ AB = BC =CD = AD ，又∵ AC = AC ， 

∴△ADC ≅ △ABC(SSS 性質) 

�∠1=∠2 

(2) ∵ AB = AD 、∠1=∠2、 AO = AO  

          ∴△ADO ≅ △ABO(SAS 性質) 

�OD =OB 、∠3=∠4 

33330000公分公分公分公分

C 

B 

A 

D 

1 2 

3 4 

O 



第四章 四邊形 

460 

(3) ∵∠3=∠4，又∠3+∠4=180˚， 

         ∴∠3=∠4=90˚ � BDAC ⊥  

         故 AC 垂直平分 BD  

(4) 同理， BD垂直平分 AC  

          � AC 與 BD互相垂直平分。 

方法(二)： 

(1) ∵ AB = AD ， ∴A 點在 BD的垂直平分上 

又∵ BC =CD，∴C 點在 BD的垂直平分上 

故 AC 垂直平分 BD  

(2) 同理， BD垂直平分 AC  

         � AC 與 BD互相垂直平分。 

隨堂練習 3：方法(一) 

∵ AC 為筝形 ABCD 的線對稱軸， 

且 B、D 兩點為對稱點 

∴ AC 垂直平分 BD。 

方法(二)： 

(1) ∵四邊形 ABCD 為筝形，  

             可知 AB = AD 、 BC =CD，又∵ AC = AC ， 

∴△ADC ≅ △ABC(SSS 性質) 

�∠1=∠2 

C 

B 

A 

D 

C 

B 

A 

D 

1 2 
3 4 

O 
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C 

B 

A 

D 

C 

B 

A 

D O 

(2) ∵ AB = AD 、∠1=∠2、 AO = AO  

               ∴△ADO ≅ △ABO(SAS 性質) 

�OD =OB 、∠3=∠4 

(3) ∵∠3=∠4，又∠3+∠4=180˚， 

               ∴∠3=∠4=90˚ � BDAC ⊥  

              故 AC 垂直平分 BD  

方法(三)： 

           ∵ AB = AD ， ∴A 點在 BD的垂直平分上 

又∵ BC =CD，∴C 點在 BD的垂直平分上 

故 AC 垂直平分 BD。 

活動二： 

例題 2：(1) ∵四邊形 ABC D 為菱形，∴ BDAC ⊥ 於 O 點 

           故菱形 ABCD 的面積 

           =△ADB 的面積+△CDB 的面積 

           = BDCOBDAO ××+××

2

1

2

1
 

           = BDCOAO ×+× )(
2

1
= BDAC ××

2

1
。 

(2) 菱形 ABCD 的面積= 961612
2

1
=××  

菱形 ABCD 的周長= 40104864
22

=×=+× 。 
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C 

B 

A 

D 
E O F 

P Q 

R 

隨堂練習 4：(1) ∵四邊形 ABC D 為筝形，∴ BDAC ⊥ 於 O 點 

               故筝形 ABCD 的面積 

              =△ADB 的面積+△CDB 的面積 

              = BDCOBDAO ××+××

2

1

2

1
 

              = BDCOAO ×+× )(
2

1
 

= BDAC ××

2

1
。 

(2) 筝形 ABCD 的面積 

               = BDAC ××

2

1
= 651310

2

1
=×× 。 

活動三： 

隨堂練習 5：否。 

隨堂練習 6：是。 

隨堂練習 7：(1) 連接 AC 與 BD，兩線交於 O 點。 

(2) 延長OB ，在直線作 

ODBE = 、 AOEF = 。 

(3) 以OF 為直徑作半圓。 

(4) 過 E 點作直線垂直OF ，交半圓於 P 點。 

(5) 以 EP 為邊，作正方形 EPQR，則正方形 EPQR 與

筝形面積相等為所求。 

C 

B 

A 

D 
O 

C 

B 

A 

D 
O 

45 ˚̊̊̊ 
45 ˚̊̊̊ 

5 

5 

8 
5 
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活動 4： 

隨堂練習 8： 

 

 

 

 

隨堂練習 9：將圖形做切割移動，可得： 

9003030 =× (平方公分) 

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.已知矩形 ABCD，試說明連接各邊中點所形

成的新四邊形 PQRS 為菱形。 

2.請用異於活動二的例題 2 之教師解釋方法，

解說菱形的面積公式。 

3.如圖，在菱形 ABCD 中，P 為 BC 上一點，

若 AC =16、BD =12，則 P 點到 AD 的距離為多少？ 

4.如圖，在四邊形 ABCD 中，若 == ADAB 6、

CDBC = 、∠A=60˚、∠C=90˚，則四邊形

ABCD 的面積為多少？ 

 

33330000公分公分公分公分

A 

A 

B 

B 

C 

C 

B 

D 

C 

A 
P 

˙

B 

D 

°60A C 

C 

B 

A 

D O 

A B 

C D 

P 

Q 

R 

S 
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5.在菱形 ABCD 中，E、F 為 AD、CD的中點，

若 AB =2 公分、∠A=60˚、則△BEF 的周長為

多少公分？ 

6.在筝形 ABCD 中，請仿照活動四，做切割後

平移與旋轉等動作，設計創意的圖案。 

 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1. 連接 BD、 AC ， 

  ∵S、P 為 AD 與 AB 的中點， 

∴ BDSP
2

1
= ， 

  同理 BDRQ
2

1
= 、 ACPQ

2

1
= 、 ACSR

2

1
=  

  又∵ BD = AC (四邊形 ABCD 為矩形) 

  ∴ PQ =QR = RS = SP ，故四邊形 PQRS 為菱形。 

2.過菱形各頂點，作平行對角線的直線，則所形

成的新四邊形 PQRS 為矩形。 

 故菱形 ABCD 的面積=
2

1
矩形 PQRS 的面積 

                   = ACBDPSPQ ×=×

2

1

2

1
。 

 

A 

B 

C 

D 

E F 

60˚ 

2 

C 

B 

A 

D 

A B 

C D 

P 

Q 

R 

S 

C 

B 

A 

D O 

P Q 

S R 
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3. ∵四邊形 ABCD 為菱形，∴ 1086
22

=+=AD  

   再作 ADPH ⊥ 於 H 點，則： 

   菱形 ABCD 的面積= ACBD ×

2

1
= PHAD ×  

  故 PH×=×× 101612
2

1
，�PH =9.6。 

4.連 BD，∵四邊形 ABCD 為筝形， 

 ∴ 6== ADAB 、 CDBC =  

 又∵∠A=60˚、∠C=90˚， 

 ∴△ABD 為正三角形、△CBD 為等腰直角三角形 

 � 6=BD 、 236
2

2

2

2

2

1
=×==== BDBDCDBC  

 故筝形 ABCD 的面積=△ABD 的面積+△CBD 的面積 

                   = 9392323
2

1
6

4

3 2
+=××+× 。 

5. (1) 連 BD，∵四邊形 ABCD 為菱形， 

∴ 2==== ADCDBCAB  

     又∵∠A=60˚，∴△ABD、△CBD皆為正三角形 

(2) ∵△ABD 為正三角形，且 E 點為 AD 的中點 

   ∴ BE 為△ABD 的高，也為角平分線 

    � 32
2

3

2

3
=×=×= ABBE ，且∠EBD=30˚ 

B 

D 

C 

A 
P 

˙

H 

B 

D 

°60A C 

6 

6 

A 

B 

C 

D 

E F 

60˚ 

2 
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(3) 同理， 3=BF ，且∠FBD=30˚ 

    故∵ BFBE = ，且∠EBF=30˚+30˚=60˚ 

∴△BEF 為正三角形，�△BEF 的周長為 33 。 

6 .略。 

 

八八八八、、、、教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項教學活動注意事項： 

1. 教學活動時間建議如下，活動一：約 27 分鐘，活動二：約

18 分鐘，活動三：約 20 分鐘，活動四：約 25 分鐘。  

2. 在活動一的教學過程中，可以請學生預備方格紙，除了方便

畫圖之外，更容易明瞭線對稱的概念，此時的對稱軸，以鉛

直線的方向為最佳位置，學生較易解讀。 

3. 在活動一的教學過程中，透過操作認識菱形與筝形，除了吸

引學生學習興趣外，也無形中建立菱形與筝形的性質，如對

稱軸左右兩個三角形全等，對稱軸有垂直平分的概念，方便

後續解說的進行。 

4. 在活動二的教學中，教師解說過程，可以依學生的想法進行，

不一定要完全按教學參考解答方式進行。 

5. 在活動三的尺規作圖操作，步驟較多易出錯，教學過程應放

慢速度，留意學生的作圖情形，以達最佳學習效果。 

6. 在活動三之步驟 6 的解說(4)中，有關「正方形 EPQR 與矩形



鳶形與菱形 
 

467 

直徑直徑直徑直徑    

1111    2222    3333    
x 

a b 

AOEF 的面積相等」情形，教師請先利用一些時間與學生互

動，過程如下：  

  (1)請用量角器測量圖中半圓上的∠1、∠2、∠3的度數為多少？ 

    答：∠1=∠2=∠3=90˚。 

   (教師可先簡單說明，容下單元再說明。) 

  (2)利用畢氏定理或直角三角形母子相似性質， 

    說明 bax ⋅=
2  。 

7. 在活動四的教學中，若教師有播放「艾薛爾鑲嵌藝術-稻草人」

教學版，在播放過程中，可同時告知學生圖形的平移、旋轉，

並於結束後，再次提醒學生，其面積是不變的。 

8. 活動四的步驟 8，教師提醒學生注意摺紙方向，避免操作錯

誤，剪紙後才發現失敗。 

9. 活動四的步驟 9，因為學生在操作過程中，需要重複剪裁與

黏貼等動作，容易產生誤差，所以提醒學生細心進行，則所

呈現的作品，會有較佳的效果。 

10. 在各活動間，教師宜巡堂走動，加強瞭解學生學習情形。 

11. 在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 
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九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1. 教育部編著(2008)。國民中小學九年一貫課程綱要數學學習領

域(pp.175-177)。臺北市：教育部。 

2.傅淑婷(2013)。直角三角形母子相似定理與海龍公式，陳昭地

主編：國民中學數學教材原型 C册(pp.347-372)。新北

市：國家教育研究院。 

3.李光淵著。吳敏琪譯(2010)。數學三國志(pp.143-153)。新北市：

美藝學苑。 

4.裘宗滬著(1997)。趣味數學 300 題(p.219)。新竹市：凡異出版

社。 

5.教師在進行活動三的作圖變化時，亦可讓學生操作並思考，不

等面積的正方形轉化成矩形或正方形的變化，如下例所示： 

  (1)利用可以不全等的正方形鋪成矩形，依下列說明，求出 n=4、

n=5時，有多少種矩形？ 

n表正方形個數 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 

拼法 

 

 

    

形狀不同的矩

形個數 
1 1 2   
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(2)利用可以不全等的正方形鋪成正方形，求所使用的正方形之

個數最少為多少？ 

    (使用的正方形邊長要小於所鋪成正方形的邊長) 

n為所鋪成正

方形的邊長 
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 

拼法 

 

 

    

使用的最少

正方形個數 
1 4 6   

更多學習資料(http://www.squaring.net/) 

 參考答案： 

(1) n=4時，形狀不同的矩形個數有 5種。 

 

 

 

  n=5時，形狀不同的矩形個數有 9種。 
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(2) n=4時，使用的最少正方形個數 4 個。 

 

 

 

    n=5時，使用的最少正方形個數 8 個。 
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主題主題主題主題 5－－－－1 圓圓圓圓周角與圓內接四邊形周角與圓內接四邊形周角與圓內接四邊形周角與圓內接四邊形 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：李政豐 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：： 

(一) 知道圓與直線的位置關係。 

(二) 知道什麼是圓的切線與切點。 

(三) 知道圓的相關名詞弦、弧、弓形、扇形。 

(四) 知道三角形的相似及全等性質。 

(五) 知道任意三角形恰可決定一個外接圓。 

(六) 能理解一線段的垂直平分線上一點，到線段的兩端點等

距離。 

(七) 能由圓上相異四點，按逆時針方向，依序畫出一個圓內

接四邊形，並理解什麼是兩組對角。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 能理解圓心到圓周上任一點都等距離。 

(二) 能理解不共線三點，恰可決定一個圓。 

(三) 能瞭解什麼是圓心角、圓周角、弦切角。 

(四) 能瞭解同弧(弦)所對圓周角度量是圓心角的一半。 

(五) 能瞭解弦切角度量等於所夾弧所對的圓周角度量。 

(六) 能由圓 O外一點 A作圓的切線 AP

����

、AQ

����

，瞭解 AP = AQ，

連心線 AO平分 PAQ∠ 、 POQ∠ ，且 AO垂直平分 PQ。 
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(七) 能理解同弧(或弦)所對的所有圓周角都相等。 

(八) 能瞭解四邊形有外接圓的充要條件是其對角互補。 

(九) 已知 AB為 ADB∆ 與 ACB∆ 的公共邊，則 

ADB ACB∠ = ∠ ⇔ A,B,C,D四點共圓。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

(一) 要讓學生能用代數計算，求得線段的中垂線方程式。 

(二) 要讓學生能用尺規作圖，作出不共線三點的圓心及外接

圓。 

(三) 要讓學生能用尺規作圖，由圓外一點作圓的兩條切線與

切點。 

(四) 要能讓學生體會弦切角度量等於所夾弧所對的任意一

個圓周角度量。 

(五) 要讓學生能直觀的說明四點共圓的兩個條件。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：平面上不共線三點，恰可決定一圓。亦即存在唯一的圓

通過這三點。 

例題例題例題例題1111：：：：給定三點坐標為A(-2,4)、B(3,9)、C(7,7) 
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圖1 

        則A、B、C是否共線          

        如果P(x,y)是 AB的垂直平分線上一點，則 

        PA PB= ⇔ ( ) ( )
2 2

PA PB= 則
2 2 2 2( 2) ( - 4) ( -3) ( -9)x y x y+ + = +  

        展開消去平方項，即可得到垂直平分線方程式。 

        則 AB的垂直平分線方程式是          

          BC的垂直平分線方程式是        

        兩條垂直平分線的交點坐標D是       

        AD =         BD =           CD =        

與A、B等距離的點一定在 AB的垂直平分線上，與B、C等距

離的點一定在 BC的垂直平分線上。所以要與A、B、C均等距離的

點必定在兩垂直平分線的交點，但是AB直線與BC直線不平行，所

以兩垂直平分線也不平行，故恰有一個交點。以此交點即為圓心，

圓心與三點相等的距離稱為半徑，故恰有一個圓通過三點A、B、

C。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習1111：求通過A(-3,4),B(4,3),C(-5,0)的圓的圓心O及半徑 

圓心坐標           ，半徑=           。 

 

活動活動活動活動二二二二：：：：什麼是圓心角。 

如圖 1，AB弦把圓弧分成兩部分，比較長的 ADB弧稱為優

弧，比較短的 ACB弧稱為劣弧。 AOB∠ 是 ACB弧(或 AB弦)所對

應的角度，則稱以圓心 O為頂點的 AOB∠ ，是 ACB弧(或 AB弦)

所對的圓心角。 

如果我們稱ACB弧的度數，就是指ACB弧所對應的圓心角的度數。 

 

圖 1 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：：：：    

(1) 若 AOB∠ =120�，則優弧 ADB弧所對的圓心角度量是多少

度         。 

(2) 半圓(或直徑)所對的圓心角是幾度       。 
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(3) 四分之ㄧ圓所對的圓心角是幾度       。 

(4) 圓內接正六邊形的一個邊所對的圓心角是幾度       。 

 

活動活動活動活動三三三三：：：：什麼是圓周角 

例題例題例題例題 1111：：：：如圖 2，足球場上有一個半徑固定的圓，若足球門是圓 O

上的一條弦，則足球員在球門之外的圓周上，哪一點 P的

射角最大？ 

 

圖 2 

解解解解說說說說 1111：：：：這個射角是指圖 2的 APB∠ ，若排除守門員的因素，當射

角愈大，愈容易把球射入球門。 

解說解說解說解說 2222：：：： APB∠ 的頂點 P在圓周上，稱 APB∠ 是 AB弦 

(或 AB弧)所對的圓周角。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：    

(1) 圓內接正三角形 ABC，BC 弧(劣弧)所對應的圓周角，即

BAC∠ 是        。 

(2) 圓內接正方形 ABCD，AB弧(劣弧)所對應的圓周角 ACB∠ 或

ADB∠ 是        。 

解說解說解說解說 3333：：：：如圖 2，足球場上 AB與CD是足球門， AB是半徑固定的

圓 O上的一弦，P是圓周上的動點，則足球員要找優弧

上的哪一點 P，其射角最大？ 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：我們先來探討同弧(或弦)所對應的圓心角與圓周角的大小

關係，再回來解答例題 1的問題。 

性質性質性質性質：：：：同弧所對的圓心角的度量是圓周角的兩倍。 

情形情形情形情形一一一一：：：：如圖 3,圓心 O在 APB∠ 內部，連 PO直線交 AB於 C。 

 

圖 3 

說明說明說明說明：：：：等腰三角形 APO∆ 中 O∠ 的外角等於不相鄰的兩內角和，
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 OAP OPA y∠ = ∠ =
�  故 2AOC y∠ =

�。 

等腰三角形 BPO∆ 中 O∠ 的外角等於不相鄰的兩內角和，

 OBP OPB x∠ = ∠ =
�

 故 2BOC x∠ =
�

。

AOB∠ = 2 2x y+
� �

= 2 APB∠ 。 

情形情形情形情形二二二二：：：：如圖4，圓心 O在 APB∠ 的左邊外部，由 P過 O作直徑 PD。 

 

圖 4 

說明說明說明說明：：：： 

等腰 APO∆ 中 O∠ 的外角等於不相鄰的兩內角和，

OAP OPA y∠ = ∠ =
�， 2AOD y∠ =

�  

等腰 BPO∆ 中 O∠ 的外角等於不相鄰的兩內角和，

OBP OPB x∠ = ∠ =
�， 2BOD x∠ =

�  

AOB∠ = 2 2x y−
� �

= 2 APB∠  
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情形三情形三情形三情形三：：：：如圖5，圓心 O在 APB∠ 的右邊外部，由 P過 O作直徑 PD。 

 

圖 5 

用情形二相同的方法，可得 AOB∠ = 2 2y x−
� �

= 2 APB∠  

因為 AB弧(或 AB弦)所對應的圓心角 AOB∠ 是唯一的度

量，而圓周角的度量是圓心角的一半。 

因此例題 1中，圓周上球門外任一點對於球門的射角都相

同。在不考慮守門員等因素的情況下，射中球門的機會都

相等。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4444：：：：如圖 6， ABC∆ 是圓 O的內接正三角形。BD是直徑，

E是優弧 ACB上的一點。 

(1) 圓心角 AOB∠ 是幾度          

(2) OAD∠ 的度數是多少          

(3) AEB∠ 的度數是多少          
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圖 6 

 

活動活動活動活動四四四四：：：：圓的切線。 

 

圖 7 

說明說明說明說明 1111：：：：如圖 7，P是圓 O上一點，OP是半徑，則過 P而與半徑OP

垂直的直線 L，稱為圓 O過切點 P的切線。 

說明說明說明說明 2222：：：：圓 O是以圓心 O對稱的曲線，如果圓 O與直線 L交在 A,B

兩點，過 O作 AB的垂直線段OP，垂足為 AB的中點 P，

若直線 L平行移動離開 O點，當 L與圓 O恰交在一點 P   
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(此時 A,B,P重合，半徑OP與 L垂直)，則稱直線 L是圓 O

過切點 P的切線。 

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：如何過圓外一點 A作圓的切線。 

我們知道過圓內一點，無法向圓作切線。過圓上一點 P，恰

可作圓的一條切線(參考說明 1)，若 A是圓外一點，過 A如何向圓

作切線，總共可以作幾條切線？ 

讓我們做逆向思考： 

如圖 8，假設我們已經作好了由圓外一點 A，向圓作的兩條切

線段，且切點分別是 P與 Q。 

 

圖 8 

那麼底下的條件必定成立： 

(1) 90APO∠ =
�，亦即切線 AP與半徑OP互相垂直。 

(2) 90AQO∠ =
�，亦即切線 AQ與半徑OQ互相垂直。 

(3) APO∠ 、 AQO∠ 必可以是，由某一個圓的直徑所對應的圓周角。 
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圖 9 

如圖 9，若有一個圓，過不共線三點 O、A、P，且它的直徑

是OA，則 APO∠ 是OA所對應的圓周角。同理此圓也過 O、A、Q，

AQO∠ 也是OA所對應的圓周角，其度數都是 90度。則直線 AP

����

、

AQ

����

就是過圓外一點 A向圓 O所做的切線。 

於是我們經由以下的做圖方法，可以完成：『過圓外一點 A向圓作

切線的程序步驟』。 

(1)找OA的中點 C。 

(2)以 C為圓心，OA為直徑作圓。 

(3)兩圓交在 P,Q兩點。 

(4)連接 AP

����

、 AQ

����

兩直線，即為過 A點的兩條切線。 

於是，經由三角形的全等，可得到下面的三個結論： 

(1) AP = AQ，過圓外一點 A向圓作切線則切線段等長 

(2)連心線 AO平分 PAQ∠ 、 POQ∠  

(3) AO垂直平分 PQ  
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5555：：：：若圓 O的半徑為 5，圓心在 O(0,0)，A點坐標是(13,0)，

過 A向圓作切線，切點為 P,Q，則 

(1) 切線段 AP或 AQ的長度為             

(2) 四邊形 OPAQ的面積為          

(3) 直角 OAP∆ ，斜邊上的高為            

隨堂練隨堂練隨堂練隨堂練習習習習 6666：：：：如圖 10，ABCD是圓 O的外切四邊形(在圓上找四個

切點分別作切線交在 A、B、C、D)，如果 AOB∠ =70

度，則 COD∠ =      度。 

 

圖 10 

活動活動活動活動五五五五：：：：弦切角 

圓周上兩點所連成的線段稱為弦，如圖 11， AC是圓 O的一

弦，過端點 A 做圓的切線 AP，則 PAC∠ ，是由切線 AP與弦 AC所

成的夾角，稱為弦切角。 

步步步步驟驟驟驟 3333：：：：如圖 12，當 PAC∠ 是銳角，要如何度量弦切角 PAC∠ 與    

劣弧 AC弧的度數之間的關係？ 
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(1) 過 A作圓 O的直徑 AB，切線 AP與半徑OA互相垂直 

(2) 90PAC CAB∠ + ∠ =
�

 

(3) 直徑 AB所對的圓周角 90C∠ =
�

 

(4) 90CBA CAB∠ + ∠ =
�

 (三角形的內角和是 180度) 

(5) 將(2)與(4)作比較，得到 PAC CBA∠ = ∠ 。 

(6) 弦切角度數=所夾弧所對的圓周角之度數(或所夾弧度數之半) 

          

        圖 11                          圖 12 

(7) 弦切角度數=所夾弧所對應的任意圓周角度數。如圖 13(1)，

因為同弧所對的圓周角都相等， CBA CDA∠ = ∠ ，故

PAC CDA∠ = ∠ 。 

如圖 13(2)，鈍角 PAC∠ = 90� + BAC∠ = (1/2)( )ABC優弧 弧度數 也成立。 

 

           圖 13(1)                 圖 13(2) 
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例題 1： 

如圖 14，如果把圓周內部看成反射鏡，以切線為基準，光線

的入射角等於反射角，則由圓周上任一點 A 的切線，以弦切角   

60 度，逆時針方向往圓內發射一光束，會碰到 B 點，由 B 點的    

切線，以弦切角 60度，逆時針方向反射的光束，會碰到 C點，由

C 點的切線，以弦切角 60 度，逆時針方向反射的光束，會碰到     

A點，則光束的軌跡，亦即 ABC∆ ，是一個正三角形。 

 
圖 14 

如圖 15，如果由圓周上任一點 A的切線，以弦切角 45 度，

逆時針方向往圓內發射一光束，會碰到 B點。B點的反射光會碰

到 C點，C點的反射光會碰到 D點，D點的反射光會碰到 A點，

則光束的軌跡，亦即四邊形 ABCD，是一個正方形。 

      
            圖 15                        圖 16 
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(1) 仿照上面的作法，如果我希望軌跡是正五邊形，如圖 16，則

最初由 A射出光線的弦切角是幾度           。 

(2) 若由 A射出光線的弦切角是 30度，則軌跡是正    邊形。 

(3) 仿照上面的作法，如果我希望軌跡是正八邊形，如圖 17，則

最初由 A射出光線的弦切角是幾度           。 

 

圖 17 

活動活動活動活動六六六六：：：： 

圓內接四邊形的條件(一) 

讓我們倒過來想,若四邊形 ABCD是圓內接四邊形，如圖 18。 

 
圖 18 
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(1) A∠ 是 BCD弧所對的圓周角 

(2) C∠ 是 BAD弧所對的圓周角 

(3) BCD弧的度數+BAD弧的度數=360度 

(4) 因為一弧所對圓周角的度數是它所對圓心角度數的一半，故

A∠ + C∠ =180度。 

(5) 四邊形的內角和是 360度，故 B∠ + D∠ =180度 

我們得到一個結論：『圓內接四邊形的對角互補』 

反過來想，『若一個四邊形 ABCD的對角互補，它是不是圓內

接四邊形』。 

如下圖 19、20，不共線的三點 A,B,C，形成一個三角形，它

恰有一個外接圓，且已知 B D∠ + ∠ =180度。 

 

圖 19                  圖 20 

(1) 若 D在圓外，如圖 19，設直線CD

����

交圓於 E，因為外角

 AEC D∠ > ∠ ，則 180度=  B AEC B D∠ + ∠ > ∠ + ∠ ，它不是對

角互補。 
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(2) 若 D在圓內，如圖 20，設直線CD

����

交圓於 F，因為外角

 ADC F∠ > ∠ ，則 180度=   B F B ADC∠ + ∠ < ∠ + ∠ ，它不是對

角互補。 

故 D在圓上才正確。 

亦即：『若四邊形對角互補必為圓內接四邊形』。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7777：：：：如下圖 21，圓內接四邊形 ABCD，已知 C∠ =110度，

則 BOD∠ =        

 
圖 21 

圓內接四邊形的條件(二) 

已知 AB為 ADB∆ 與 ACB∆ 的公共邊，且已知 ADB ACB∠ = ∠ ，則

A,B,C,D是否四點共圓？ 

已知 ADB∆ 有唯一的外接圓，若已知 ADB ACB∠ = ∠ ，我們來討

論 C點與外接圓的相關位置。 
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圖 22                       圖 23 

(1) 若 C在圓內，如圖 22，連直線CB

����

，交圓於 E，

   ADB AEB ACB∠ = ∠ < ∠ ，不合。 

(2) 若 C在圓外，如圖 23，連直線CB

����

，交圓於 E，

   ADB AEB ACB∠ = ∠ > ∠ ，不合。 

(1)(2)兩種情形都與假設 ADB ACB∠ = ∠ 不合，故 C在圓上才正

確。亦即：『已知 AB為 ADB∆ 與 ACB∆ 的公共邊，且已知

ADB ACB∠ = ∠ ，則 A,B,C,D四點共圓』。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8888：：：：如圖 24ABCD四點共圓， BAD∆ 是等腰直角三角形，

則 C∠ =      

 
圖 24 
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教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

活動一： 

A、B、C是否共線  否 ， AB的中垂線是 7x y+ =  ，BC的中垂

線是 2 - 2x y =  。 

交點坐標D是 (3,4) ， AD =  5  ， BD =  5  ，CD =  5  。 

隨堂練習1：過A(-3,4),B(4,3),C(-5,0)的圓心座標(0,0)，半徑=5。 

活動二： 

隨堂練習 2： 

(1) 則優弧 ADB弧所對圓心角度量是  240度 。 

(2) 半圓(或直徑)所對的圓心角是  180度  。 

(3) 四分之ㄧ圓所對的圓心角是   90度  。 

(4) 圓內接正六邊形的一個邊所對的圓心角是 60度 。 

活動三： 

隨堂練習 3： 

(1) BAC∠ 是  60度 。(2) 圓周角 ACB∠ 或 ADB∠ 是 45度 。 

隨堂練習 4： 

(1) 圓心角 AOB∠ 是  120度   

(2) OAD∠ 的度數是   60度   

(3) AEB∠ 的度數是  60度   

活動四： 

隨堂練習 5： 

(1) 切線段 AP或 AQ的長度為  12   

(2) 四邊形 OPAQ的面積為  60   
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(3) 直角 OAP∆ ，斜邊上的高為  60/13   

隨堂練習 6： COD∠ = 110 度。 

活動五：  

例題 1：(1) 最初由 A射出光線的弦切角是 36 度  。 

(2) 軌跡是正 六 邊形。 

(3) 希望軌跡是正八邊形，則最初的弦切角是 22.5度  。 

活動六： 

隨堂練習 7： BOD∠ = 140度。 

隨堂練習 8： C∠ = 45 度。 

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.如下圖，圓 O的兩弦 AB、CD交於 P，已知 AC弧的度數

= 32AOC∠ =
�，BD弧的度數= 40BOD∠ =

�，則圓內角 APC∠ 或

BPD∠ 的度數是多少？ 

 

 

 



圓周角與圓內接四邊形 
 

491 

2.如下圖，圓 O的兩弦 AB、CD的延長線交於 P，已知 AC弧

的度數= 97AOC∠ =
�，BD弧的度數= 33BOD∠ =

�，則圓外角

APC∠ 的度數是多少？ 

    

 

3.如下圖，ABC是圓 O上的三點，BCD三點共線，AOD也是

三點共線，且CD CO= ，若 16CDO∠ =
�則 BOA∠ =      
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4.如下圖，圓內接 ABC∆ ，BD DE EC= = ，亦即 D,E是線段 BC

的三等分點， BD AD= ， AE EC= ，則 BAD∠ =        

DAE∠ =           ， CAE∠ =          。 

 

5.如下圖，由圓外一點 A向圓 O作切線，切點是 B,C，已知

AO =6， BO =3，則 BC =        。 

 

 

指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案：：：： 

1.在三角形 PCB∆ 中，三角形的外角等於不相鄰的兩內角和
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APC∠ =  1+  2∠ ∠ ，同弧所對的圓周角度數是圓心角的一半，圓周

角  1∠ =
1

2
BOD∠ ，圓周角  2∠ =

1

2
AOC∠ 。 

  故圓內角 APC∠ =
1

(32 40 ) 36
2

+ =
� � �

 

2. APD∆ 的外角等於不相鄰的兩內角和， 1 2APD∠ = ∠ + ∠  

1 2APD∠ = ∠ − ∠ ，同弧所對的圓周角度數是圓心角的一半，圓

周角 1∠ =
1

2
AOC∠ ，圓周角 2∠ =

1

2
BOD∠ 。 

  故圓外角 APC∠ = 1 2APD∠ = ∠ − ∠ =
1

(97 33 ) 32
2

− =
� � �

 

3.方法(1)：作OE // DB，CD CO= ⇒ 16COD CDO∠ = ∠ =
�， 

三角形 CDO∆ 的外角 32BCO∠ =
�，由 BO CO= 等腰

⇒ 32CBO BCO∠ = ∠ =
�， 

兩平行線被一截線所截則內錯角相等，且同位角相等。

OE // DB ⇒ 32BOE CBO∠ = ∠ =
�， 16EOA CDO∠ = ∠ =

�  

BOA∠ = BOE∠ + EOA∠ =32 16 48+ =
� � �。 

方法(2)：用圓外角，由 16COD CDO∠ = ∠ =
�  

1
( ) 16

2
CDO BOA COD∠ = ∠ − ∠ =

�

 

將 16COD∠ =
�代入，得到 BOA∠ =32 16 48+ =

� � �
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4.圓內接 ABC∆ ，BD DE EC= = ，亦即 D,E是線段 BC的三等分點，

BD AD= ， AE EC= 。 ADE∆ 為正∆， DAE∠ = 60�。 

   則 BAD∠ = 30�， CAE∠ = 30�。 

我們可以看出當弦三等分時，圓周角或弧不一定是三等分。 

5.由圓外一點 A向圓 O作切線，切點是 B,C，直角 AOB∆ ，已知

斜邊 AO =6，短股 BO =3，則長股 BC = 3 3。 

 

八八八八、、、、教學注意事項教學注意事項教學注意事項教學注意事項：：：：    

1.教學時間分配建議如下：活動一約 10分鐘，活動二約 10分

鐘，活動三約 10分鐘，活動四約 20分鐘，活動五約 25 分鐘，

活動六約 15 分鐘。 

2.活動一，給定三角形，求作外接圓，老師務必走動巡視學生

的幾何作圖，隨時校正學生的作圖步驟與方法，務必指導每

位同學熟練尺規作圖的技巧。 

3.弦切角的體驗，活動五的例題 1，是一個由 Geogebra 軟體所

設計的教學元件，它能讓學生體會「弦切角的度數，等於所

夾弧所對的圓周角度數，也等於所夾弧所對的圓心角度數的

一半」，有了這個概念，才能去設計正多邊形的構圖，當所給

的弦切角，無法在繞完一圈而形成正多邊形時，它會出現許

多美麗的圖案，建議老師能帶著學生來操作這個教學元件，
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體會數學學習的美感與樂趣。 

4.活動六，圓內接四邊形的條件，我們用到窮舉法，需要仔細

分析三種情況，捨去不合的情形，只得到正確的結果。對國

中學生而言，這是一個新的體驗，是一種分析能力的訓練，

需要老師詳細的解說。 

5.教學活動的過程中，希望常常能稍微停頓一下，讓學生有思

考的時間，老師熟練的課程，對初學者常感覺陌生，此時走

動巡堂十分必要，藉此了解學生的困難所在。 

6.教學過程的師生互動十分重要，經常指定學生回答，討論與

訂正是必要的交流，能增進學習的效果。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.西摩松線，西摩松(Robert Simson) 西元 1687~1768，是一位蘇

格蘭數學家、格拉斯哥大學的數學教授。 
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西摩松線：三角形 ABC的外接圓上一點 P向三邊所在的

直線做垂線，則三垂足 D,E,F共線稱為西摩松線。 

解說：連接直線 DE、FE，如能說明 BED∠ = FEC∠ ，對頂角相

等，也就得到三垂足 D,E,F共線。如上圖： 

BDPE四點共圓(對角互補) 

EPCF四點共圓(PC為直徑) 

已知 ABPC四點共圓，故對角互補， 180ABP ACP∠ + ∠ =
�  

DBP FCP∠ = ∠ ，所以 BDP CFP∆ ∼ ∆ (AA相似) 

故得到 BPD CPF∠ = ∠  

BED∠ = BPD CPF∠ = ∠ = FEC∠ ，故三垂足 D,E,F共線。 

2.托勒密定理，托勒密(Ptolemy)西元 90 ~168，是一個古希臘時

代亞歷山大里亞(現在的埃及亞歷山大里亞)的數學家、天文

學家、地理學家。我們把托勒密定理，用淺顯的敘述表示為
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『圓內接四邊形，對邊的乘積和等於對角線的乘積』。如圖 1： 

托勒密定理：圓內接四邊形 ABCD，其對角線為 AC、 BD，滿足

AB CD AD BC AC BD⋅ + ⋅ = ⋅ 。 

     

圖 1                     圖 2 

解說: 如圖 2，    DCM ACB∠ = ∠ = β取  

   = CDM CAB∠ = ∠ α   (同弧所對的圓周角) 

    CDM CAB∆ ∼ ∆ ，  :     :   CD DM AC AB= ， 

   (1)AB CD AC DM⋅ = ⋅ ��  

 

 

 

 

 

               圖 3 

如圖 3 

  DCA MCB∠ = ∠ = γ ， 
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    DAC MBC∠ = ∠ = θ  (同弧所對的圓周角) 

    DAC MBC∆ ∼ ∆ ，  :     :   AD AC BM BC=  

   (2)AD BC AC BM⋅ = ⋅ ��  

(1)+(2)  ( )AB CD AD BC AC BM DM AC BD⋅ + ⋅ = ⋅ + = ⋅  

3.托勒密定理的應用： 

(1) 如圖 1，等腰梯形上底長為 6，下底長為 8，腰長為 5，

則對角線 AC或 BD的長度是多少？ 

 
圖 1 

解說：如圖 2，ABCD是等腰梯形，它一定是圓內接四邊形， 

 

圖 2 
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由托勒密定理： 

圓內接四邊形，對邊的乘積和等於對角線的乘積。 

令 AC = BD = d， 5×5+ 6×8 =
2

d  ⇒  d= 73  

(2) ABC∆ 是圓內接正三角形，P是圓上劣弧 AB異於兩端的

一點，如圖 3，則 PA + PB = PC  

 
圖 3 

解說：令 AB = BC =CA =d，由托勒密定理：圓內接四邊形，    

對邊的乘積和等於對角線的乘積。

PA ×d+ PB ×d= PC ×d ⇒  PA + PB = PC  

(3) 如圖 4，ABCD是正方形，兩對角線交於 E， DFC∆ 是直

角三角形，   90F∠ =
�，已知DF =6，CF =8，試求 EF之長。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4 
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如圖 5，四邊形 FDEC對角互補，是圓內接四邊形，由畢

氏定理，正方形邊長CD為 10，對角線長為10 2，

DE = EC =5 2。 

 

圖 5 

   由托勒密定理：8×5 2 +6×5 2 = EF ×10⇒ EF = 7 2。 

4.凸四邊形 ABCD有一個內切圓 ⇔  AB +CD = BC + AD  

 

解說：(⇒ ) 

設四邊形 ABCD有一個內切圓 O，故由圓外一點向圓

作切線，則兩條切線段等長。由 AH AE= ，BE BF= ，
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CF CG= ，DG DH= ，得到 AB +CD = BC + AD。 

( ⇐ ) 如下圖 

若已知 AB +CD = BC + AD ……(1) 

作 ADC∠ 、 DCB∠ 的分角線交於 O，以 O為圓心 O到

直線 AD的距離為半徑作圓。則圓 O與 BC、CD、AD

相切。 

由 A向圓 O作切線，交直線 BC於 E，且設 B E≠ 。

則 AECD是圓 O的外切四邊形，

AE +CD = EC + AD ….…(2) 

 

(1)-(2) AB - AE = BC - EC = BE (當 E在 B,C之間) 

或 (2)-(1) AE - AB = EC - BC = BE  (當 B在 E,C之間) 

與「三角形兩邊之差小於第三邊」不合。故 B=E。 

亦即 ABCD是圓 O的外切四邊形。 

5.參考文獻： 

(1) 李政豐、陳昭地 (2013)。內切圓和直角三角形。陳昭地主
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編：國民中學數學教材原型 C 冊。新北市：國家教育

研究院。 

(2) 洪有情等(2010)。九年國教國中數學課本第五冊。新北市：

康軒文教事業股份有限公司。 
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主題主題主題主題 5－－－－2 圓圓圓圓冪性質冪性質冪性質冪性質 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：李政豐 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：： 

(一) 知道兩平行線被一截線所截，則內錯角相等。  

(二) 知道兩三角形相似，則對應邊成比例。 

(三) 知道等腰梯形的意義及其性質。 

(四) 知道什麼是兩圓的內、外公切線。 

(五) 能由圓外一點向圓做切線，並能計算切線段長。 

(六) 知道圓外切四邊形，兩組對邊和相等。 

(七) 能瞭解四邊形有外接圓的充要條件是其對角互補。 

(八) 知道弦切角度數等於所夾弧所對的圓周角度數。 

(九) 知道直角三角形的短股：長股：斜邊=1： 3 ：2，則對

應的內角度數為 30 度,60 度,90 度。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：：  

(一) 能理解平行線截等弧(或等弦)的性質。 

(二) 能瞭解每一個等腰梯形恰有一個外接圓。 

(三) 能理解公切線段長度計算的方法(包括內外公切線)。 

(四) 能理解應用圓的外冪性質。 

(五) 能理解應用圓的內冪性質。 

(六) 能瞭解應用切割線定理。 
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(七) 能理解圓外角的計算方法。 

(八) 能理解圓內角的計算方法。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

(一) 首先由平行線截等弧開始，鋪陳後續的工具。 

(二) 說明等腰梯形恰有一個外接圓。 

(三) 解釋兩圓內、外公切線的作法與長度的計算。 

(四) 解說生活中的切割線定理與應用。 

(五) 說明內冪性質。 

(六) 由實例切入外冪性質及應用。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：平行線截等弧(或等弦) 

       
圖 1(1)                      圖 1(2) 

觀察圖 1(1)，要解說平行線截等弧，讓我們把解說倒過來想： 

(1) 如果我們想解說「DA 弧長等於 CB 弧長」或「DA 弦長等於

CB 弦長」。 
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(2) 我們要先能證得「DA 弧所對的圓心角等於 CB 弧所對的圓

心角」，或是「DA 弧所對的圓周角等於 CB 弧所對的圓周角」。 

(3) 我們已知的條件是DC

����

// AB

����

，要如何連貫這個解說？ 

 

如圖 1(2)，作一條補助線CA。 

則DC

����

// AB

����
⇒內錯角相等 1= 2∠ ∠ ⇒圓周角相等 

⇒  DA 弧長等於 CB 弧長⇒弦長相等，DA CB= ，解說完畢。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：如圖 2，A,B,C,D 在圓 O 上，圓 O 的半徑為 5，兩平

行線DC

����

、 AB

����

間的距離為 3，直徑 AB 通過圓心 O，

則所截弦長DA =        。 

 
圖 2 

 

活動活動活動活動二二二二：：：：梯形 ABCD 有外接圓的充要條件 

梯形 ABCD， DC 平行 AB ，如下圖 

        若 ADC DCB∠ = ∠ ⇔梯形 ABCD 有外接圓 
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解說：(⇒ ) 

     作 ABD∆ 的外接圓，設此圓交DC

����

直線於 E， 

 

圖 3                    圖 4 

(1) 若 C 在圓外，如圖 3 

則因DE 平行 AB ，AD 弧等於 BE 弧， AD BE= ，ABED 是

等腰梯形， ADE DEB ECB∠ = ∠ > ∠ (外角)，亦即

  ADC DCB∠ > ∠ ，與已知不合。 

(2) 若 C 在圓內，如圖 4 

則因DE 平行 AB ，AD 弧等於 BE 弧， AD BE= ，ABED 是

等腰梯形，   ADE DEB DCB∠ = ∠ < ∠ (外角) 

亦即   ADC DCB∠ < ∠ ，與已知不合。 

(3) 故 C 在圓上，C=E，即梯形 ABCD 四點共圓。 
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( ⇐ )若梯形 ABCD 有外接圓，如圖 5； 

 
圖 5 

則因DC 平行 AB，平行線截等弧，AD 弧等於 BE 弧，DAB

弧等於 ABC 弧，故 DCB ADC∠ = ∠ (等弧對等圓周角)。 

隨堂練隨堂練隨堂練隨堂練習習習習 2222：：：：我們知道每一個等腰梯形都恰有一個外接圓。如圖已

知有一個等腰梯形 ABCD，上底 6DC = ，下底

8AB = ，高 7FH = ，則外接圓 O 的面積=       

 

圖 6 
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活動三活動三活動三活動三：：：：自行車的鏈條有多長？ 

 

如上圖，你每天上學所騎的自行車它的鏈條有多長? 

如下圖，爸爸的汽車引擎，帶動發電機，這傳動皮帶有多長？ 

 

如果你仔細觀察，鏈條或傳動皮帶的長度都可分成四部份來

計算，用數學語言來說是： 

鏈條的長度＝大圓弧長＋小圓弧長＋兩倍的外公切線段長。 

我們先來解釋外公切線段長的計算公式： 

如圖 7，小圓的圓心為 P，小半徑為 r。大圓的圓心為 O，大

半徑為 R。OP 是兩圓連心線段的長度。如果我們想要用幾何作

圖，要作兩圓的外公切線，讓我們先做逆向思考： 
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圖 7 

(1) 假設CE、DF 是兩圓的外公切線段。 

(2)  EPAC、PFDB 是長方形(因為外公切線段CE與大半徑OC 、

小半徑 PE都垂直)。 

(3) OA是大小兩圓的半徑差 ( - )R r 。 

(4) 如果由 P 點向圓心為 O，半徑是 ( - )R r 的圓作切線，假設能找

到切點是 A,B。則切線段AP =CE， BP = DF 。 

(5) 則作直線 OA 交大圓於 C，過 P 做直線 OA 的平行線交小圓於 E。 

(6) 則CE就是我們的外公切線段，同理可作得另一條是DF 。 

現在我們可以考慮外公切線正向作圖的步驟： 

(1) 以 O 為圓心， ( - )R r 為半徑作圓。 

(2) 由 P 向步驟(1)的圓作兩條切線，切點為 A,B。 

(3) 作直線 OA 交大圓於 C，過 P 做直線 OA 的平行線交小圓於 E。 

(4) 則CE就是我們的外公切線段，同理可作得另一條是DF 。 

(5) 由畢氏定理，外公切線段的長度：CE = AP =
2

2( - )OP R r− 。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：假設圖 8 是自行車的鏈條示意圖，連心線段 AP =6，

大齒輪半徑 AE =4，小齒輪半徑PG =1，則鏈條長=     

 

圖 8 

 

活動活動活動活動四四四四：：：：交叉傳動的皮帶有多長？ 

機械傳動裝置中，有一項叫做交叉傳動，它會把馬達 A 的正

方向旋轉的動力，藉由傳動皮帶(粗線)，轉變成被帶動輪軸 B反方

向旋轉的動力。因為大型電動馬達的價格比較貴，為了省錢，在

工廠，常用一顆馬達 A，裝有較長的軸，可以傳動好幾個被帶動

輪軸 B1、B2、B3，同時做幾件工作。 

 

例題 1：如圖 9，如果交叉傳動馬達 A 的輪軸半徑 2 公寸，被帶動

輪軸 B 的半徑 3 公寸， AB 長 10公寸，如果只考慮平面



圓冪性質 

511 

圖形，請問交叉傳動的皮帶(粗線)總長度是多少公寸？ 

 
圖 9 

其中線段GF 與小圓半徑 AG及大圓半徑 BF均垂直，且與兩圓

恰交於一點，且兩圓心在GF 的異側，則我們稱GF 為圓 A 與圓 B

的一條內公切線段。上圖的二條內公切線段HE 與GF 的夾角是 60

度。 

說明: (1) AGM∆ 相似於 BFM∆ ，對應邊成比例，  :  2 : 3AM BM = 。 

     (2) 10AM BM+ = ，故  4,  6AM BM= = 。 

     (3) 直角 AGM∆ ，斜邊  4AM = ，短股  2AG = 。 

     (4) 30AMG∠ =
�， 60HMG∠ =

�。 

     (5) 小圓優弧 GH(較大弧)及大圓優弧 EF 的度數為 240 度。 

皮帶(粗線)總長度可分四個部份：兩段內公切線長HE 與

GF ，一段小圓 A 的優弧(較大弧)，一段大圓 B 的優弧。 

如圖 10， AJB∆ 是一個 30 度,60 度,90 度的直角三角形 

(1) HE = AJ = 5 3   ， (2) GF =5 3  
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(3) 小圓 A 的優弧 GH=
240 8

2 r  = 
360 3

π
π ⋅

�

�  

(4) 大圓 B 的優弧 EF=
o

o

240
2πR  = 4π

360
⋅  

故皮帶總長度為  
20

+10 3
3

π

 

 

圖 10 

回顧與整理： 

當兩圓外離時，要如何做兩圓的內公切線？ 

 

圖 11 

如圖11，AHEJ是長方形， HE = AJ ，只要能求得 AJ ，就能

得到 HE 。於是整理出內公切線作圖的順序與步驟。 
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(1) 以B為圓心，以兩圓半徑和為新半徑，做一個同心圓。 

(2) 以 AB 為直徑作圓(由A向圓心在B的同心圓作切線)，與同

心圓交在兩點J,K。 

(3) 連 BJ , BK ，交圓B於E,F。 

(4) 過A作 BK 的平行線交圓A於G，過A作 BJ 的平行線交圓A

於H，連接HE，連接GF，則HE、GF 為兩條內公切線段。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4444：：：：已知兩圓的連心線 AB 長為 13，圓 A 的半徑是 2，    

圓 B 的半徑是 3，則內公切線長度為          。 

 

活動活動活動活動五五五五：：：：土樓的直徑是多少？ 

 

圖 12 摘自 http://big5.huaxia.com/zt/zhwh/09-034/1453830.html 

如圖 12，，，，『福建土樓』是聯合國教科文組織的世界遺產，它

是中國古代百姓群居和防衛合一的大型圓形樓房，形如天外飛

碟，散布在青山綠水之間。 
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如圖圖圖圖 13131313，，，，福建永定的振成樓位於湖坑鎮洪坑村，建於 1912

年，大家稱它為土樓王子。假設土樓是圓形，一位遊客很想知道

振成樓的直徑是多少？但是當天卻沒開放，於是向居民借了一只

50m 的皮尺，接下來他不知道要如何去量振成樓的直徑，聰明的

同學們，你要如何幫助這位遊客想辦法？ 

(一) 李同學想到了一個圓周長公式 2L rπ= ，r 是圓的半徑。 

於是李同學與遊客兩人各執了 50m 皮尺的一端，繞著圓形

土樓周圍量了一圈，總長為 50m×3+38.5m=188.5m， 

  2πr =188.5m，r ≈  30m，直徑 2r ≈  60m。 

(二) 王同學則想到了一個切割線定理 ( )
2

P T P A P B= × 。 

如圖 13，，，，王同學則與遊客兩人各執了 50m 皮尺的一端，由

土樓正門中央點起，量取正前方 20m 的定點 P，再由 P 點拉一

條直線（把 50m 皮尺拉直），線上恰有一切點 T，碰到土樓的

邊，量得 PT =40m。由土樓上方的俯視圖，如圖 14。 

  ( )
2

PT =PA PB× ，r 是圓的半徑， ( )
2

40 20 (20 2 )r= × + 得 2r=60m。 
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              圖 13                    圖 14 

圖 13 摘自 http://www.wretch.cc/blog/vin1070/6168987 

王同學是用切割線定理 ( )
2

PT PA PB= × ，要瞭解切割線定理，

必先複習弦切角定理：「弦切角的度數等於所夾弧所對的圓周角度

數」。 

切割線定理：如圖 15，PT 是切線段，PB是割線段交圓於 A、

B，則 ( )
2

PT PA PB= × 。 

 

圖 15 
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解說： PTA∆ 與 PBT∆ 中，由弦切角定理 PTA∠ = PBT∠ ， P∠ = P∠ ，得

知 PTA∆ 與 PBT∆ 相似，由相似三角形對應邊成比例，則

 :   :  PA PT PT PB= ，故得到 ( )
2

PT PA PB= ⋅ 。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5555：：：：如下圖，切線段 7PT = ， 10PB = ， 50TAB∠ =
�， 30C∠ =

�。 

 

則 PTA∠ =    ， B∠ =    ， P∠ =    ， PA =    。 

 

活動六活動六活動六活動六：：：：內冪性質 

  內冪性質：圓上兩弦 AB 、CD交於 E，則 AE BE CE DE× = ×  

 

圖 16 
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解說：同弧 BD 所對的圓周角相等，得 A C∠ = ∠ ，對頂角相等，得 

      AED CEB∠ = ∠ ，故由 AA 相似⇒ AED∆ 與 CEB∆ 相似 

      由三角形相似其對應邊成比例⇒ : :AE DE CE BE=  

      因此得到 AE BE CE DE× = × 。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6666：如下圖 AB 與CD垂直， 21 3DE = + ， 21 3CE = − ，且

3BE AE= ⋅ ，則 AE =    ，圓的半徑=       。 

 

 

活動七活動七活動七活動七: 外冪性質 

如圖 17，有一個半徑超過 40m 的圓形深水湖泊，湖邊有兩個

涼亭 A、B。兩位同學的手邊只有 30m 的皮尺可以當測量工具，也

有許多樹枝可以當標竿，但是可明顯的估計， AB 距離一定超過

30m，在不能下水的情況下，我們要如何量得兩個涼亭 A、B 的距

離？ 

 

 
 
 
 

   圖 17 
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方法(1)：用切割線定理：
2

PA PB PT× = (如圖 18)。 

 
圖 18 

解說：如圖 18，同學先在直線 AB

����

上，近 B處取 P 點，量得 PB =5，

再把 30m 的皮尺，過 P沿湖邊拉直線，使得直線與湖邊

恰有一交點 T，此時量得 PT =17.32。則由切割線定理

2(5 ) 5 (17.32)AB+ × = ，解得 55AB � m。 

方法(2)：用外冪性質：兩弦 AB ,CD所在的直線交在圓外一點 P，

則 PA PB PC PD× = × 。 

 
圖 19 

解說：如圖 19，同學先在直線 AB

����

上，近 B處取 P 點，量得 PB =5，

再把 30m 的皮尺，過 P沿湖邊拉直線，使得直線與湖邊

恰有兩個交點 C,D，此時兩位同學量得 PC =20， PD =10。



圓冪性質 

519 

則由外冪性質 PA PB PC PD× = × ，

(5 ) 5 (10 20) 10AB+ × = + × ，得 AB = 55m。 

 

兩位同學用了「外冪性質」這個法寶，道理何在？ 

圖 20中， 1∠ 與 3∠ 互補， 1+ 3=180∠ ∠
�。圓內接四邊形對角互補，

2+ 3=180∠ ∠
�。故 1= 2∠ ∠ 。 

PDB∆ 與 PAC∆ 中， 1= 2∠ ∠ ， P∠ 共用， PDB∆ ∼ PAC∆ 。 

相似三角形對應邊成比例， : :PD PB PA PC= ⇒ PA PB PC PD× = ×  

 
圖 20 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7777：如下圖 A,B,C,D 為圓上四點直線 AB,直線 CD 交於圓

外一點 P，已知 PC CD= ，且 2PA = ， 7AB = ，則

PC =     。 
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教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

活動一： 

隨堂練習 1： AB 為直徑，則所截的DA弦長= 10 。 

因為 5DO = ， 3DE = ， 4EO = ， 1AE = ⇒ DA = 10 。 

 

活動二： 

隨堂練習 2：我們知道每一個等腰梯形都恰有一個外接圓，已知有

一個等腰梯形 ABCD，上底 6DC = ，下底 8AB = ，高

7FH = ，則外接圓的面積= 25π  

 

說明：令外接圓半徑為 r， FO x= ，則 7OH x= − 。 

               
2 2 2 2 2

DF FO OH HA r+ = + =  

             ⇒ 2 2 2 23 (7 ) 4x x+ = − + ⇒ 4x = ⇒ 5r =  
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活動三： 

隨堂練習 3：假設圖 8 是自行車的鏈條示意圖，連心線 AP =6，    

大齒輪半徑 AE =4，小齒輪半徑 PG =1， 

則鏈條長=11π ＋6 3  

解說：觀察下圖； 

由 P 做GE 的平行線交 AE 於 J，則GE = PJ = 2 2
6 -3 =3 3。 

 

參考下圖，直角三角形 PAJ 的斜邊 AP =6，短股 AJ =3。直角

三角形的邊長比是 1： 3：2，則對應的內角度數為 30 度,60 度,90

度。 30APJ∠ =
�， 60PAJ∠ =

�， 120EAF GPH∠ = ∠ =
�，優弧 EF 的度

數是 240�，劣弧 GH 的度數是120�。 

 

鏈條的長度＝大圓弧長＋小圓弧長＋兩倍的外公切線長。 

  ＝(優弧 EF 的長度)＋(劣弧 GH 的長度)+6 3  

  ＝(大圓周長的三分之二)＋(小圓周長的三分之一)＋6 3  

   
2

= (16 )+ +6 3
3 3

π
π =11 +6 3π  
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說明：優弧 EF 的度數 240�佔整個圓周度數360�的三分之二。 

      劣弧 GH 的度數120�佔整個圓周度數360�的三分之一。 

活動四： 

隨堂練習 4：已知兩圓的連心線 AB 長為 13，圓 A 的半徑是 2，    

圓 B 的半徑是 3，則內公切線長度為 12 。 

活動五： 

隨堂練習 5：如下圖， 50TAB∠ =
�， 30C∠ =

�， 10PB = ，切線段 7PT = 。 

 

則 PTA∠ =30 度， B∠ =30 度， P∠ =20 度， PA =4.9。 

活動六： 

如下圖， 21 3DE = + ， 21 3CE = − ，AB 與CD垂直，且 3BE AE= ⋅ ，

則 AE =  2    ，圓的半徑=   5    。 
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活動七： 

隨堂練習 7：如下圖， 2PA = ， 7AB = ，若 PC CD= ，則 PC =  3   

 

 

 

 

 

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.如圖，圓 O 的半徑為 13，兩平行線 DC

����

、 AB

����

間的距離為 5，

AB 為直徑，則所截的弦長DA  =         

 

2.如圖，等腰梯形 ABCD，上底 10DC = ，下底 24AB = ，高

17FH = ，則其外接圓 O 的面積=         
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3.內冪性質與垂直歩道： 

如下圖，有一個圓心為 O，半徑為 305 m 的圓形大池塘，池

塘中有一個小島 E，景觀設計師，想要經過小島 E，建造兩

條互相垂直的跨池歩道 AB 與CD。只知道 AE =10m，

DE =12m，則垂直歩道的總長度是多少 m？ 

    

指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案：：：： 

1.如下圖，因為 13DO = ， 5DE = ， 12EO = ， 1AE = ⇒ DA = 26 。 

 

 

 

 

2.如下圖，已知有一個等腰梯形 ABCD，上底 10DC = ，下底

24AB = ，高 =17FH ，則外接圓的面積= 169π 。 

  說明：令外接圓半徑為 r， FO x= ，則 17OH x= − 。 

               
2 2 2 2 2

DF FO OH HA r+ = + =  

        ⇒
2 2 2 25 (17 ) 12x x+ = − + ⇒ 12x = ⇒ 13r =  
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3.內冪性質與垂直歩道：如下圖 1(1),1(2)，圓形大池塘的半徑

305 m， AB 與CD是互相垂直的跨池歩道。 AE =10m，

DE =12m，則垂直歩道的總長度是多少 m？ 

  
圖 1(1)                     圖 1(2) 

 

圖 1(3) 

由內冪性質 AE EB CE ED× = × ，10 12EB CE× = × ，

 :  12 :10EB CE = ，如圖 1(3)，可令 EB =12k，CE =10k。 
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弦心距：弦中點到圓心的距離。如圖 1(3) 

弦心距OM = NE =
10 12

-  10  6 -5
2

k
k

+ 
= 

 
，CM =

10 12
5 6

2

k
k

+ 
= + 

 

由畢氏定理
2 2 2

CM OM CO+ =  即 
2 2(5 6) (6 -5) 305k k+ + =  

261k +61=305 k=2⇒ ，歩道總長度是 66m。 

 

八八八八、、、、教學注意事項教學注意事項教學注意事項教學注意事項：：：： 

1.教學時間分配建議如下：活動一約 10分鐘，活動二約 10分

鐘，活動三約 10分鐘，活動四約 20分鐘，活動五約 25 分鐘，

活動六約 15 分鐘。 

2.在各活動間，教師宜行間走動，加強瞭解學生學習情形。  

3.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

4.內、外公切線的作法，要能啟發學生做逆向思考。亦即要讓

學生知道，作圖完成之後呈現的表徵，它的前面一歩是什麼

現象，前面第二歩是什麼條件，依序逆推回去。如果從正向

來看，那就是我們要引導學生思考的步驟。 

5.外公切線的自行車的鏈條長及內公切線交叉傳動的皮帶長，

其中弧長的計算，都是設計特殊角 30度、60度以方便計算，

實際生活中絕大部分都不可能是特殊角，老師需要跟學生說

明，也可以舉例：當非特殊角時，如何用「非特殊角的圓心
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角」與 360度的比，來算得弧長。 

6.活動 5 計算土樓直徑，活動七算涼亭間的距離，都是可以用

皮尺測量就能帶動的教學，非常希望老師能把學生帶到戶

外，實際操作，尤其要注意測量的精確度，例如找切點，要

讓學生自己操作體驗：「少許的誤差」可能會造成差距很大的

結果。這將是一堂有效而難忘的教學。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1. ABC∆ 的內切圓為 I，半徑為 r， A∠ 的對邊為 a， B∠ 的對邊

為 b， C∠ 的對邊為 c。則 

(1)當   90C∠ <
�

⇔ 2r< a+b-c 

(2)當   90C∠ =
�

⇔ 2r= a+b-c 

(3)當   90C∠ >
�

⇔ 2r> a+b-c 

解說：由 A∠ 、 B∠ 作內角平分線交於 I 點，以 I 為圓心， 

以 I 到直線 AB 的垂直距離 IF 為半徑作圓。 

則圓 I 為 ABC∆ 的內切圓，  IF ID IE r= = = 是圓心 I

到三邊的垂直半徑。 

假設由 A 向圓 I 所作的切線段長為 z， 

由 B 向圓 I 所作的切線段長為 x， 

由 C 向圓 I 所作的切線段長為 y。 

則 a=x+y，b=y+z，c=x+z，a+b-c=2y。 
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(1) 如圖 1：當 C < 90∠
�

⇔ 45ICD∠ <
�

⇔ r < y ⇔ 2r< a+b-c。 

 
圖 1 

(2) 如圖 2：當   90C∠ =
�

⇔ =45ICD∠
�

⇔ r = y ⇔ 2r= a+b-c。 

 
圖 2 

(3) 如圖 3：當 C > 90∠
�

⇔  > 45ICD∠
�

⇔ r > y ⇔ 2r > a+b-c。 

 

圖 3 
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2.銳角三角形 ABC 的垂心，也是垂足三角形 DEF 的內心 

解說: 如下圖 F,B,D,H 四點共圓，E,C,D,H也四點共圓，

90FBH A∠ + ∠ =
�， 90ECH A∠ + ∠ =

�，則

FBH ECH∠ = ∠ ，因為同弧所對的圓周角相等 

( FBH FDH∠ = ∠ 且 ECH EDH∠ = ∠ )⇒ FDH EDH∠ = ∠  

亦即 H 在 FDE∠ 的內角平分線上。同理可證 H 在

DFE∠ 、 FED∠ 的內角平分線上。亦即 H 是垂足三角

形 DEF 的內心。 

 

3.參考文獻： 
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國民中學數學教材原型 C冊。新北市：國家教育研究

院。 

(2) 李政憲、陳昭地(2013)畢氏三元數組。陳昭地主編：國民中

學數學教材原型 C冊。新北市：國家教育研究院。 

(3) 洪有情等(2010)，九年國教國中數學課本第五冊。新北市：
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主題主題主題主題 5－－－－3 圓圓圓圓方程式及單位圓上的最簡真分數點方程式及單位圓上的最簡真分數點方程式及單位圓上的最簡真分數點方程式及單位圓上的最簡真分數點 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：李政豐 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：： 

(一) 能理解直線方程式及斜率所代表的意義。 

(二) 能理解聯立方程式解的幾何意義。 

(三) 能舉例常見的畢氏三元數組。 

(四) 知道什麼是『本原畢氏三元數組』之意涵。 

(五) 能理解直角坐標平面的距離公式與圓方程式的關連性。 

(六) 知道圓的相關名詞，例如圓心、圓心角、圓周、圓周角、

弦、弦切角、弧長、扇形面積、半圓的內接正方形。 

(七) 能理解圓的幾何性質，例如：圓周上任一點與圓心等距

離、同弦(弧)所對的圓周角都相等。 

(八) 瞭解什麼是平面單位圓上的最簡真分數點。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標 (含核心概念或相關概念含核心概念或相關概念含核心概念或相關概念含核心概念或相關概念)：：：： 

(一) 能由距離公式推得圓心在原點的圓方程式。 

(二) 至少能熟悉本原畢氏三元數組的一種作法。 

(三) 能理解單位圓上在第一象限內的坐標都是最簡真分數

的點與本原畢氏三元數組的關係。 

(四) 能利用本原畢氏三元數組有無限多組，說明第一象限內

的坐標都是最簡分數的點有無限多點。 
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(五) 能計算圓的弧長公式及扇形面積公式。 

(六) 能理解圓柱表面積的計算。 

(七) 能由圓的基本尺規做圖，連貫解析幾何的圓方程式。 

(八) 能由一組本原畢氏三元數組，利用對稱性質得到單位圓

上八組最簡真分數點。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

(一) 我們只希望同學能熟練圓心在原點的圓方程式，圓心不

在原點的圓方程式，留待高中再做介紹。 

(二) 藉由『探討單位圓上在第一象限內的最簡真分數點有多

少？』，利用本原畢氏三元數組，推得單位圓上有無限

多組最簡真分數點的作法。 

(三) 熟悉一種本原畢氏三元數組的生成公式： 當 ,m n N∈ ，

m n> ，( , ) 1m n = ，m,n 是一奇一偶，則 2 2-a m n= 為奇數，

b=2mn 為偶數， 2 2
c m n= + 為奇數，且 , ,a b c 形成一組本

原畢氏三元數組。 

(四) 在單位圓上，透過在四個象限內，利用本原畢氏三元數

組所建構的最簡真分數點，及(1,0)、(-1,0)、(0,1)、(0,-1)

四點，構成單位圓上所有的最簡真分數點。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 
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活動一活動一活動一活動一：：：：溫習平面上任意兩點的距離公式，若 1 1 1( , )P x y ， 

2 2 2( , )P x y 是平面上任意兩點，則兩點間的距離如何計算？ 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：請同學先計算下列距離。 

(1) P(3,-2)，Q(9,-2) 則 P、Q 兩點間的距離為          

(2) A(3,9)，B(3,-3) 則 A、B 兩點間的距離為          

(3)以一公分為單位，R(-3,2)，S(5,8)，請用直尺量 R、S 兩點

間的距離為          

步驟步驟步驟步驟 1111：：：： 1 1 1( , )P x y 、 2 2 2( , )P x y 是平面上任意兩點，則

2 2

1 2 1 2 1 2 ( - ) ( - )PP x x y y= + 。 

 

圖 1 

說明：如上圖 1， 1 1 1( , )P x y 、 2 2 2( , )P x y 是坐標平面上任意兩點，由  

1P 點作水平線，由 2P 點作鉛直線，兩線交於 2 1( , )H x y ，由   

畢氏定理 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2- -PP PH P H x x y y= + = + ，則

2 2

1 2 1 2 1 2 ( - ) ( - )PP x x y y= +  

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：：：：仿照上面的方法，P(-3,2)、Q(9,7)，請計算 PQ的長度。    
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活動二活動二活動二活動二：：：：如何求得圓方程式。 

   圓心在原點，半徑為 r 的圓方程式為 
2 2 2

x y r+ =  

 
圖 2 

說明：如上圖(二)，P(x,y)是圓周上一點，P 到圓心 O 的距離是    

半徑 r，由畢氏定理
2 2 2

PO AO PA= + ；亦即

2 2 2( - 0) ( - 0)r x y= + ，故圓心在原點半徑為 r 的圓方程式為 

2 2 2
x y r+ =  

由另一個看法：平面上到一定點為固定距離的所有點所成的

集合稱為圓。由距離公式 2 2( - 0) ( - 0)  x y r+ = ，將它平方去根號，

化成 2 2 2 x y r+ = 。亦即 2 2( - 0) ( - 0)  x y r+ = 的圖形就是
2 2 2 x y r+ = 的

圖形，它是一個圓。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習3333：：：：圓心在原點，半徑為5的圓方程式為          

步步步步驟驟驟驟2222：：：：單位圓的解說 

如果把 2 2 2 x y r+ = ， r是一個正整數，在等號兩邊同除以 2
r ，

則得到

2 2

1
x y

r r

   
+ =   

   
，令

x
x

r
′ = 、

y
y

r
′ = ，亦即把圓上任一點的兩
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坐標縮為原來的
1

r
，則方程式為 2 2 1x y′ ′+ = 就是單位圓。 

其中 -1 1x≤ ≤′ ， -1 1y≤ ≤′ 。 

單位圓 2 2  1x y+ = 上，當
4

5
x = ，則

3
y

5

±
= ，亦即直線

4

5
x = 與    

單位圓交在兩點
4 3

,
5 5

 
 
 

及
4 -3

,
5 5

 
 
 

。 

於是我們只要討論單位圓的性質，就能暸解所有圓的性質。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習4444：：：：單位圓 2 2  1x y+ = 與水平線
5

13
y = 的交點坐標為          

及          。 

 

活動三活動三活動三活動三：：：：方程式為
2 2 2

x y r+ = 的上半圓，它的內接正方形(底邊與

直徑重合，兩個頂點在圓周上)的邊長是多少？ 

 

圖 3 
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步驟步驟步驟步驟3333：：：：我們須先了解 

(1) 半圓內接正方形底邊中點一定是圓心。 

(2) 內接正方形邊長DG 是線段OG的兩倍(如圖3)。 

(3) 所有正方形均相似。 

(4) OHC∆ 與 OGD∆ 相似。 

順序： 

(1) 先做短股為1,長股為2,斜邊為 5 的直角 OHC∆ 。 

(2) 延長OC 與圓
2 2 2

x y r+ = 交於D。 

(3) 由D作鉛直線交直徑於G。 

(4) 由D作水平線交圓於E。 

(5) 由E作鉛直線交直徑於F。 

則四邊形DEFG即為
2 2 2

x y r+ = 上半圓的內接正方形 

解說：由 OHC OGD∆ ∼ ∆ ，長股與斜邊的比相等

 :     :   CH CO DG DO= ⇒ 2 : 5 :DG r= ⇒
 2 5 

5

r
DG =  

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習5555：：：：
2 2 25x y+ = 上半圓的內接正方形邊長是多少？ 

 

活動活動活動活動四四四四：：：：如下圖 4，假設學校想在長 40m,寬 30m 的長方形場地上，

蓋一座風雨球場(雨天打排球、羽球、籃球不會淋雨)，球

場的四面是空的，上面有鋁合金的圓弧形遮雨棚，由風雨
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球場的正面看，在 XY 平面上 O 是原點也是 EF 的中點，

OAB 是一個半徑 30m，圓心角 60 度的扇形，

   30OB EF= = m，四根柱子都與地面垂直，則 

(1) 在 XY 平面上，扇形 OAB 所在的圓方程式為何？ 

(2) 風雨球場的樑柱 BF 有多高？ 

(3) 在線段 EF 上，距離 O 點 10m 的地方，垂直往上直到遮雨

棚的高度KM 為何？ 

(4) 遮雨棚的面積是多少？(想像把遮雨棚攤平成矩形) 

 
圖 4 

 

活動活動活動活動五五五五：：：：巧克力甜筒的表面積是多少 

例題例題例題例題 1111：：：：弧長公式與扇形面積 

半徑為 20，圓心角 45 度的弧長 AB 是多少？扇形面積

OAB 是多少？ 
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圖 5 

圓周對應的圓心角是 360 度，弧長 AB 所對的圓心角是

45 度,按照比率,弧長 AB 是圓周長的
45

360
,則弧長 AB=        

圓周對應的圓心角是 360 度，扇形 OAB 所對的圓心角是 45

度，按照比率，扇形 OAB 面積是圓面積的
45

360
，所以扇形 OAB

面積=        

例題例題例題例題 2222：：：：有一個圓錐形有蓋的巧克力甜筒容器(圖 6)，上圓半徑

3.5cm，高 12cm (圓錐高度)，如果將圓錐沿著斜高     

(直角△的斜邊)剪開，圓錐表面將變成扇形(圖 7)，扇形

的弧長等於上圓的周長，扇形半徑為斜高，則製造這個

甜筒容器，圓錐表面積與蓋子共需要多少平方公分的紙

板。 
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               圖 6                   圖 7    

(1) 如圖 6，上圓半徑為 3.5cm，高 12cm。我們以短股 3.5cm,

長股 12cm 的直角三角形，所作出來的斜邊，稱為斜高，

則斜高=          。 

(2) 我們將甜筒蓋子拿掉吃完巧克力後，沿著斜高剪開攤平

成圖 7 的扇形，則扇形所在圓的半徑=       。 

(3) 扇形的弧長=          。 

(4) 扇形所在圓的整個圓周長度=         。 

(5) 扇形所在圓的整個圓面積=         。 

(6) 扇形面積=          。 

(7) 整個甜筒連蓋子的表面積=           。 

隨堂練隨堂練隨堂練隨堂練習習習習 6666：：：：如下圖 8、9，仙蒂公主的圓錐帽，下圓半徑為 5cm，

高 12cm，則它的表面積是              。 
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            圖 8                        圖 9 

 

活動活動活動活動六六六六：：：： 

我們知道每個最簡真分數是唯一的(註一)，則單位圓 2 2x +y =1

上在第一象限內的 x,y 坐標都是最簡真分數的點(註二)有多少？ 

什麼是本原畢氏三元數組： 

當 ,m n是正整數，m n> ，( , ) 1m n = ，m,n 是一奇一偶，則 2 2-a m n=

為奇數， 2b mn= 為偶數， 2 2
c m n= + 是奇數，且滿足 2 2 2

c a b= + 的

條件，則稱 a,b,c 為一組本原畢氏三元數組。 

於是，我們由最小的兩個互質的正整數開始，列出 40 組本原畢氏

三元數組，藉以看出單位圓在第一象限 x,y 坐標都是最簡分數的點

有無限多個，因為正整數 m 有無限多。當 m選定時，與 m互質，

且奇偶相反的正整數 n也很多。 
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本原畢氏三元數組 

正整數 m,n 一奇一偶，m>n，(m,n)=1 單位圓上最簡真分數點 

m n 2 2-a m n=  b=2mn 2 2
c m n= +  x=a/c y=b/c 

2 1 3 4 5    3/5      4/5   

3 2 5 12 13    5/13   12/13  

4 1 15 8 17   15/17     8/17  

4 3 7 24 25    7/25   24/25  

5 2 21 20 29   21/29    20/29  

5 4 9 40 41    9/41    40/41  

6 1 35 12 37   35/37    12/37  

6 5 11 60 61   11/61    60/61  

7 2 45 28 53   45/53    28/53  

7 4 33 56 65   33/65    56/65  

7 6 13 84 85   13/85    84/85  

8 1 63 16 65   63/65    16/65  

8 3 55 48 73   55/73    48/73  

8 5 39 80 89   39/89    80/89  

8 7 15 112 113   15/113  112/113 

9 2 77 36 85   77/85    36/85  

9 4 65 72 97   65/97    72/97  

9 8 17 144 145   17/145  144/145 

10 1 99 20 101   99/101   20/101 

10 3 91 60 109   91/109   60/109 

10 7 51 140 149   51/149  140/149 

10 9 19 180 181   19/181  180/181 

11 2 117 44 125  117/125   44/125 

11 4 105 88 137  105/137   88/137 

11 6 85 132 157   85/157  132/157 

11 8 57 176 185   57/185  176/185 

11 10 21 220 221   21/221  220/221 

12 1 143 24 145  143/145   24/145 

12 5 119 120 169  119/169  120/169 

12 7 95 168 193   95/193  168/193 

12 11 23 264 265   23/265  264/265 

13 2 165 52 173  165/173   52/173 

13 4 153 104 185  153/185  104/185 

13 6 133 156 205  133/205  156/205 

13 8 105 208 233  105/233  208/233 
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13 10 69 260 269   69/269  260/269 

13 12 25 312 313   25/313  312/313 

14 1 195 28 197  195/197   28/197 

14 3 187 84 205  187/205   84/205 

14 5 171 140 221  171/221  140/221 

共 40 組本原畢氏三元數組。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7777：：：：仿照上面的作法，請填滿下列空格 

單位圓在第一象限內，用本原畢氏三元數組建構一組最簡分數點 

m n 
2 2-a m n=  b=2mn 

2 2
c m n= +  x=a/c y=b/c 

7 2      

9 4      

10 7      

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 8888：：：：    

 ,  ,a b c 是正整數，且是一組畢氏三元數組，即 2 2 2+ =a b c ，

 ,  ,a b c 兩兩互質。三數中已知有一個是 29，請一一列出以此畢氏

三元數組建構的單位圓上第一象限的最簡分數點。 

因為  ,  ,a b c 中，  ,  a b 一定是一奇一偶， c一定是奇數，由作出本

原畢氏三元數組的方法：當 ,m n是正整數，m n> ， ( , ) 1m n = ，m,n

是一奇一偶，則 2 2-a m n= 一定為奇數， 2b mn= 為偶數， 2 2
c m n= +

一定是奇數。 

(1) 若 c=29⇒m=5 且 n=2，本原畢氏三元數組是(21,20,29)，單位

圓上第一象限的最簡分數點有        及          兩組。 

(2) 若 a=29⇒29 2 2-m n= ⇒(m-n)=1,(m+n)=29⇒m=15,n=14。本原畢

氏三元數組是(29,420,421)，單位圓上第一象限的最簡分數點

有            及            兩組。 
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活動活動活動活動七七七七：：：： 

取 m=4,n=3，得到一組本原畢氏三元數組 7、24、25，在單位

圓 2 2 1x y+ = 上的四個象限，這一組本原畢氏三元數組，可以建構

多少個最簡真分數點？ 

 

圖 10 

如上圖 10，令 1

24 7
= ,

25 25
A

 
 
 

， 

(1)則 1A 根據直線 - 0x y = 對稱的點 2A =          

(2)則 2A 根據 Y軸對稱的點 3A =           

(3)則 1A 根據 Y軸對稱的點 4A =           

(4)則 4A 根據 X軸對稱的點 5A =           

(5)則 3A 根據 X軸對稱的點 6A =           

(6)則 6A 根據 Y軸對稱的點 7A =           

(7)則 1A 根據 X軸對稱的點 8A =           
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一組本原畢氏三元數組，可以建構 8個最簡真分數點，在單

位圓 2 2 1x y+ = 上，所有的最簡真分數點，都是由每一組本原畢氏

三元數組，建構的 8個最簡真分數點，以及(1,0)、(0,1)、(-1,0)、

(0,-1)等四個點所構成。 

 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

活動一：隨堂練習 1：(1)6，  (2)12，  (3)10。 

        隨堂練習 2： PQ的長度=13。 

活動二： 

隨堂練習 3：
2 2 25x y+ = ，隨堂練習 4： -12 5

,
13 13

 
 
 

及 12 5
,

13 13

 
 
 

。 

活動三： 

隨堂練習 5：內接正方形邊長為 2 5 。 

活動四： 

(1) 扇形 OAB 所在的圓方程式為
2 2 900x y+ = 。 

(2) 樑柱 BF =15 3 m。  (3) =20 2KM m。 

(4) 遮雨棚的面積是 
60

2 30 40  400
360

π× × × = π
度

度
 

2
m 。 

活動五： 

例題 1：弧長 AB= 5π，扇形 OAB 面積= 50π 

例題 2：(1) 斜高= 12.5cm，(2) 扇形所在圓的半徑= 12.5cm， 
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(3)扇形的弧長= 7πcm，(4)扇形所在圓的整個圓周長度=25πcm 

(5)扇形所在圓的整個圓面積= 
625

4

π

平方公分， 

(6) 扇形面積= 
175

4

π

平方公分， 

(7) 整個甜筒連蓋子的表面積= 56π平方公分。 

隨堂練習 6：仙蒂公主圓錐帽的表面積是 65π平方公分 

活動六： 

隨堂練習 7：：：：    

單位圓在第一象限內，用本原畢氏三元數組建構的最簡分數點 

m n 
2 2-a m n=  b=2mn 

2 2
c m n= +  x=a/c y=b/c 

7 2 45 28 53 45/53 28/53 

9 4 65 72 97  65/97 72/97  

10 7 51 140 149 51/149 140/149 

隨堂練習 8： 

(1)有
20 21

,
29 29

 
 
 

、
21 20

,
29 29

 
 
 

兩組，(2)有
29 420

,
421 421

 
 
 

、
420 29

,
421 421

 
 
 

兩組。 

活動七：如圖 11 

 

 

 

 

 

圖 11 
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令 1

24 7
,

25 25
A

 
=  
 

， 

(1) 則 1A 根據直線 - 0x y = 對稱的點 2A =
7 24

,
25 25

 
 
 

 

(2) 則 2A 根據 Y軸對稱的點 3A =
-7 24

,
25 25

 
 
 

 

(3) 則 1A 根據 Y軸對稱的點 4A =
-24 7

,
25 25

 
 
 

 

(4) 則 4A 根據 X軸對稱的點 5A =
-24 -7

,
25 25

 
 
 

 

(5) 則 3A 根據 X軸對稱的點 6A =
-7 -24

,
25 25

 
 
 

 

(6) 則 6A 根據 Y軸對稱的點 7A =
7 -24

,
25 25

 
 
 

 

(7) 則 1A 根據 X軸對稱的點 8A =
24 -7

,
25 25

 
 
 

 

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.有一個圓錐形有蓋的巧克力甜筒容器(圖 12)，上圓半徑 4cm，

高 7.5cm (圓錐高度)，如果將圓錐沿著斜高(直角△的斜邊)

剪開，圓錐表面將變成扇形(圖 13)，扇形弧長等於上圓周長，

扇形半徑為斜高，則製造這個甜筒容器，圓錐表面積與蓋子

共需要多少平方公分的紙板(厚度不計)。 
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             圖 12                   圖 13    

2.  ,  ,a b c 是正整數，且是一組畢氏三元數組，即 2 2 2+ =a b c ，

 ,  ,a b c 兩兩互質。三數中已知有一個是 41，請一一列出以此

畢氏三元數組建構的單位圓上第一象限的最簡分數點。 

3.若本原畢氏三元數組(a,b,c)所建構的單位圓上第一象限的最

簡分數點，有一組是
12 35

,
37 37

 
 
 

，，，，則 m=       ，  n=        

指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案：：：： 

1. 50π平方公分。 

2. 
41 840

,
841 841

 
 
 

、
840 41

,
841 841

 
 
 

、
9 40

,
41 41

 
 
 

、
40 9

,
41 41

 
 
 

 

3. m=  6   ，  n=  1    

 

八八八八、、、、教學注意事項教學注意事項教學注意事項教學注意事項：：：： 

1.教學時間分配建議如下：活動一約需 10 分鐘，活動二約需 10

分鐘，活動三約需 10 分鐘，活動四約需 20 分鐘，活動五約需
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10 分鐘，活動六約需 30 分鐘。 

2.由於一般畢氏三元數組不一定是兩兩互質，因此對於本原畢氏

三元數組的定義，要給學生充分的練習、舉例與暸解。 

3.計算扇形面積用弧長與圓周長的比率。計算弧長公式，用圓

心角與 360 度的比率來說明，會顯得自然易懂。 

4.當正整數 ,m n，m n> ，( , ) 1m n = ，m,n 是一奇一偶，則 2 2-a m n=

為奇數， 2b mn= 為偶數， 2 2
c m n= + 為奇數，且 , ,a b c 形成一組

本原畢氏三元數組。 

為什麼需要 ( , ) 1m n = ，且 m,n 是一奇一偶，是一個比較難讓學

生理解的單元，除了要讓學生自己能舉例，求得本原畢氏三元

數組之外，還要能體會 ( , ) 1m n = 的必要性。 

5.在各活動間，教師宜行間走動，加強瞭解學生學習情形。  

6.在各活動進行時，可隨機指定學生作答。答對時給予言語上

的獎勵，答錯時另請其他同學作答，再答錯老師應加強解說。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.(註一) 最簡真分數的表示法具有存在性與唯一性。 

存在性：設 1x 的最簡真分數表示為 1

q

p
x = , 0p q> > , ,p q都是正

整數,( , ) 1p q =  
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唯一性：令 1

a

c
x = ， 0c a> > ， ,c a 都是正整數， ( , ) 1c a = 。得

到
q a

p c
= ⇔ .......(1)cq ap=   

正向來看， .......(1)cq ap= ， c ap ，由 ( , ) 1c a =  ⇒ c p。 

反向來看， .......(1)cq ap= ， p c q，由 ( , ) 1p q = ，由(2)⇒ p c。 

由此推得 p c= ，同理可推得q a= 。 

2.(註二) 在第一象限的單位圓上，x,y 坐標都是最簡真分數的

點，其點坐標表示法，也具有存在性與唯一性。 

存在性： 

取 ,m n都是正整數， ( , ) 1m n = ，m n> ， ,m n是一奇一偶， 

則令 2 2-a m n= ， 2b mn= ， 2 2
c m n= +  

則 , ,a b c 都是正整數， 2 2 2
a b c+ = ，( , , ) 1a b c = ， , ,a b c 形成一組

本原畢氏三元數組。 

由
2 2 2

.........(3)a b c+ = ，且 ( , , ) 1a b c = ，可得到 , ,a b c 兩兩互質。

(否則若有質數 p 能整除 a,且 p 能整除 b，亦即 p a，

p b ⇒
2 2(a + )p b ⇒

2( )p c ⇒ p c，與 ( , , ) 1a b c = 矛盾) 

若將
2 2 2

.........(3)a b c+ = 兩邊同除
2

c ，得到

2 2

1
a b

c c

   
+ =   

   
 

即得到 ,
a b

P
c c

 
 
 

是一組 x ,y 坐標均為最簡真分數的點，且 P 在

單位圓
2 2

1x y+ = 上。 
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唯一性： 

當最簡真分數 1

q

p
x = ， 0p q> > ， ,p q都是正整數， ( , ) 1p q =  

最簡真分數 2

t

s
x = ， 0s t> > ， ,s t 都是正整數， ( , ) 1s t =  

若 2 2

1 2 1x x+ = ⇔

2 2

2 2
1

q t

p s
+ =  

               ⇔ ( ) ( )
2 2 2( ) ........(4)qs pt ps+ =  

               ⇔

2 2

2

( s) ( t)
1

( s)

q p

p

+
=  

取
qs

ps
A = ，

pt

ps
B =  ⇒ 2 2

1BA + = ⇒點 ( , )A B 在單位圓上 

且
qs

ps
A = 、

pt

ps
B = 有相同的分母 ps  

令 ( , , )l qs pt ps= 是三個正整數 , ,qs pt ps 的最大公因數 

由(4)式，兩邊同除 
2

l  

⇒ ( ) ( )
2 2 2( )qs pt ps+ = ⇒

2 2 2
qs pt ps

l l l

     
+ =     

     
 

令
qs

l
a = ，

pt

l
b = ，

ps

l
c = ………(5) 

則有 2 2 2
a b c+ = 之關係，且其最大公因數 ( , , ) 1a b c =  

亦即 , ,a b c 形成一組本原畢氏三元數組。 

由 2 2 2
a b c+ = ，兩邊同除

2
c ⇒

2 2

1
a b

c c

   
+ =   

   
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其中 ( , ) 1a c = ，( , ) 1b c = ，且知道 ,
a b

P
c c

 
 
 

是一組坐標均為最簡真

分數的點，且 P 在單位圓
2 2

1x y+ = 上。 

由  
qs

l
a = ，

pt

l
b = ，

ps

l
c = ………(5) 

1 

qs

a ql
x

psc p

l

= = = ， 2 

pt

b tl
x

psc s

l

= = =  

即最簡真分數 1

q a
x

p c
= = ，由(一)最簡真分數的表法具有存在性

與唯一性⇒  p = c、q = a 。 

同理最簡真分數 2

t b
x

s c
= = ⇒  s = c、t = b 。 

故，單位圓上，在第一象限 x、y 坐標都是最簡真分數的點，

其點坐標表示法，也具有存在性與唯一性。 

3.半圓上的最大內接矩形的找法。 

課前想一想： 

(1) 如下圖 1，PQST 是 2 2 2
x y r+ = 上半圓的內接矩形，它是

根據線段CO對稱的圖形，它的面積是 2xy。 

 

 
 
 
 
 

圖 1 
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(2) 考慮乘法公式 
2 2 2- 2 ( - ) 0x y xy x y+ = ≥ ⇒ 2 22xy x y≤ +

所以半圓內接矩形的面積 2xy永遠小於或等於
2 2

x y+ ，

但是 2 2 2
x y r+ = 是固定的數，而且它有可能相等

2 22   xy x y= + ，即當   x y= 成立時。 

(3) 當   x y= 時，半圓內接矩形的面積
2 2 22    xy x y r= + = ，

此時面積有最大值。亦即當
2

2
x y r= = 時，半圓內接矩

形的面積有最大值為
2

r 。 

課堂實作： 

(1) 
2

2
x y r= = ，有可能不是分數，不容易直接找到 P 點，

那麼我們有哪些方法可以找到 P 點。 

(2) 如下圖 2，利用相似形是個好方法。如果能做一個以原點

為中心，矩形 PQST 的相似矩形 FGDE，且令矩形 FGDE

的邊長是 1：2 的整數，使得 O-F-P，O-G-Q 三點共線即

可。 

 

 
 
 
 
 
 

圖 2 
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(3) 取 1OE EF= = ，作等腰直角三角形 OEF∆ ，將斜邊延長交

圓於 P 點，作  //  PQ AB，    ,    PT AB QS AB⊥ ⊥ ，則 PQST

就是內接於半圓的最大矩形。 

4.參考文獻： 

(1) 李政豐、陳昭地 (2013) 。內切圓和直角三角形。陳昭地

主編：國民中學數學教材原型 C冊。新北市：國家教

育研究院。 

(2) 李政憲、陳昭地(2013) 畢氏三元數組。陳昭地主編：國民

中學教材原型 C冊。新北市：國家教育研究院。 

(3) Silverman J. H. (2006). A Friendly Imtrodution to Number 

Theory (3rd Ed.) Pearson Education International. 

Http://www.guailih.com.tw 
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主題主題主題主題 5－－－－4：：：：內切圓和直角三角形內切圓和直角三角形內切圓和直角三角形內切圓和直角三角形 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：李政豐 

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                    陳昭地 

(一) 熟悉二個整數及三個整數互質的意義與簡易例子。 

(二) 熟悉將整數作標準分解式。 

(三) 熟悉邊長 a、b、c 的直角三角形有畢氏定理的關係。 

(四) 知道三角形三內角平分線的交點決定出其內切圓圓心。 

(五) 知道內切圓的圓心與三邊等距離（半徑）。 

(六) 知道內切圓的圓心與三邊上的切點連線垂直性質。 

(七) 知道直角三角形斜邊上的高，分此直角三角形形成大小

不一的三個兩兩相似的直角三角形。 

(八) 熟悉畢氏三元數組與本原畢氏三數組的意涵並能舉簡

例。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標：：：： 

(一) 知道三角形內切圓半徑與周長的乘積等於其面積的二

倍。 

(二) 知道整數邊長的直角三角形，其內切圓半徑必為整數。 

(三) 知道直角 ABC∆ 三邊長生成本原畢氏三元數組時，當其邊

長 2 2 2 2
, 2 , ( , ,a m n b mn c m n m n m n= − = = + > 且 互質奇偶相異），



第五章 圓與直線 

556 

 

其內切圓半徑 ( )
2

ab a b c
r n m n

a b c

+ −
= = − =

+ +

。 

(四) 任給正整數 r，知道 2r＋1，2r
2＋2r，2 r

2＋2r＋1 為三邊

的直角三角形，其內切圓半徑就是 r。 

(五) 由正整數 r 之標準分解式 2
x．．．．p1

x1．．．．…．．．．pl 

xl（pi為相異的

奇質因數， l ≥ 0）知道有 2
l組的本原畢氏三元數組為邊

長的直角三角形且它們的內切圓半徑均為 r。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90 分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

(一) 本主題為圓與直線關係的一個單元，結合畢氏三元數組

為邊長的直角三角形，重點在整數與幾何的連結。 

(二) 習慣上在 ABC∆ 中，將BC、 AC 、 AB長寫成 , , ;a b c 且當它

是 90C∠ = °的直角三角形，c 為斜邊， p a b c= + + 為其周

長。 

(三) 教學時宜準備 Powerpoint 檔、教學學習單，能大幅提昇

教學效果。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動活動活動活動一一一一：：：：直角 ABC∆ 內切圓半徑 r 跟其邊長的關係。 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：先回答下列問題： 

(1) 邊長 3、4、5 的直角三角形，其內切圓半徑為     。 
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(2) 邊長 5、12、13 的直角三角形，其內切圓半徑為     。 

(3) 邊長 15、8、17 的直角三角形，其內切圓半徑為     。 

步驟步驟步驟步驟 2222：：：：    

(1)邊長為 a、b、c 畢氏三元數組，其內切圓半徑 r 又是多少？ 

○1 先示意畫出直角 ABC∆ ， 90C∠ = °。 

○2 內切圓圓心 Ο；連接OA OB OC、 及 。   

○3 可知 + +ABC CBO ACO BAO∆ = ∆ ∆ ∆  

1 1 1 1
 
2 2 2 2

 ( )

2 2
 

ab ar br cr

r a b c ab

ab ABC ABC
r

a b c ABC p

∴ = + +

∴ + + =

∆ ∆
∴ = = =

+ + ∆

的面積

周長

          

(2) 檢查步驟 1 中，(1)、(2)、(3)三個問題的答案是否正確？

不正確者加以訂正。 

步驟步驟步驟步驟 3：：：：（（（（小結小結小結小結）））） 

(1) 整數邊長為畢氏三元數組的三角形，其內切圓半徑一定是

分數，但一定為整數嗎？（提示：再檢查三組畢氏三元數

組 7、24、25；21、20、29；9、40、41，增加答案之正確

性。） 

(2) 一般邊長 a、b、c 的直角三角形，甚至一般的三角形，其

內切圓半徑公式 
2 ABC

r
p

∆
= 都是正確的。 

A 

 

b          c 

 

C        a       B 

圖 1 

O
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活動二活動二活動二活動二：：：：整數邊長的直角 ABC∆ ，其內切圓半徑
ab

r
a b c

=

+ +

一定是整

數。 

步驟步驟步驟步驟 4444：：：：當（a,b,c）＝（3,4,5）時，
2 6

1
3 4 5

r
⋅

= =

+ +

 

當（a,b,c）＝（6,8,10）時，則其最大公因數 

（a,b,c）＝2，
2

6 8 2 3 4
2

6 8 10 2(3 4 5)
r

⋅ ⋅ ⋅
= = =

+ + + +

 

當（a,b,c）＝（3 k,4 k,5k），k 為正整數則 

2 2
(3 4) 3 4

3 4 5 (3 4 5)

k k
r k

k k k k

⋅ ⋅ ⋅
= = =

+ + + +

 

…… 

換言之，當本原畢氏三元數 a,b,c 使得其內切圓半徑 r 為整數

值時，則其正整數倍數 k 的畢氏三元數組（ka,kb,kc）之內切圓半

徑為 kr，亦為整數值。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：仿照上面步驟中令（a,b,c）＝（5,12,13），檢查看看

畢氏三元數組（10,24,26），（5k,12k,13k）k 為正整數，

其內切圓半徑是否為整數？ 

步驟步驟步驟步驟 5555：：：：由第 1 章之主題 4，本原畢氏三元數（a,b,c）恆可表成： 

a＝（m
2
－n

2
），b＝2mn，c＝（m

2
n

2
） 

其中 m、n 是互質的正整數，且 m > n，m、n 之奇偶性 

相反。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：：：：請依下表，寫出本表畢氏三元數組（a,b,c）： 

m n a b c 

2 1 3 4 5 

3 2 5 12 13 

4 1 15 8 17 

4 3 7 24 25 

5 2                         

5 4                         

6 1                         

6 5                         

步驟步驟步驟步驟 6666：：：：    

當 m＝7，n＝2 時，本原畢氏三元數組為（45,28,53）， 

其內切圓半徑 10。 

當 m＝7，n＝4 時，本原畢氏三元數組為（33,56,65）， 

其內切圓半徑 12。 

當 m＝7，n＝6 時，本原畢氏三元數組為（13,84,85）， 

其內切圓半徑 6。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：    

(1) 當 m＝8，n＝7 時，其對應的本原畢氏三元數組為何？ 

             此時其內切圓半徑為     。 

(2) 當 m＝9，n＝8 時，（1）中的答案又如何？ 
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步驟步驟步驟步驟 7777：：：：（小結）由步驟 4 及隨堂練習本原畢氏三元數組（a,b,c），

由其形成的直角三角形之內切圓為整數 r＝n(m- n)，其理

由如下： 

(1) r（a＋b＋c）＝ab 

以 a＝m
2－n

2，b＝2mn，c＝m
2＋n

2，代入得 

(2) 2r（m
2＋mn）＝2 mn（m

2－n
2
） 

2r m（m＋n）＝2mn（m－n）（m＋n） 

r＝n（m－n） 

換句話說，我們得到內切圓半徑 r＝n（m－n）之公式。 

步步步步驟驟驟驟 8888：：：：當（a,b,c）為畢氏三元數組為邊長所成的直角三角形，其

內切圓半徑公式的另一形式 r＝
2

a b c+ −
，其理由如下： 

2 2

2 2 2

( )( ) ( )

2 2

2

2

a b c a b c a b c

     a b ab c ab

ab
 a b c

a b c

ab a b c
 r

a b c

+ + + − = + −

= + + − =

∴ + − =

+ +

+ −
= =

+ +

故

 

上面的公式對一般以 a、b 為兩股，c 為斜長的直角三角形亦成立。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4444：：：：    

(1) 求邊長為
3

5
、

4

5
、1 的直角三角形之內切圓半徑長。 

(2) 求邊長為 1、2、 5 的直角三角形之內切圓半徑長。 
 
 

活動三活動三活動三活動三：：：：直角 ABC∆ ， 90C∠ = °，斜邊上的高
c

h CD= ，則CD分直角

ABC∆ 為三個大小不同互相相似直角形 ABC∆ ～ BCD∆ ～

CAD∆ ，如圖 2。 
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令
I

r 、
II

r 、
III

r 分別為 CAD BCD ABC∆ ∆ ∆、 、 內切圓半徑，本活

動旨在探究
I

r 、
II

r 、
III

r 及
c

h 之間的關係。 

步驟步驟步驟步驟 9999：：：：先分別對 4a = ， 3b = ， 5c = 及 12a = ， 5b = ， 13c = 之特例

來計算
I

r 、
II

r 、
III

r ： 

(1) 當 4a = ， 3b = ， 5c = 時 

由 CAD∆ ～ ABC∆  

2

2 9

5

CA AB CA
CA AB AD AD

AD CA AB
⇒ = ⇒ = ⋅ ⇒ = =  

2

16

5

BC
CBD ABC BD BD

AB
∆ ∆ = ⇒ =∼同理，由 得  

2 9 16 12

5 5 5
c c

ADC CDB h AD BD h∆ ∆ = ⋅ = ⋅ ⇒ =∼而由 得  

9 12
3

35 5

2 2 5

c

I

AD h AC
r

+ −
+ −

= = =故得 ， 

16 12
4

45 5

2 2 5

c

II

BD h BC
r

+ −
+ −

= = = ，       （*） 

4 3 5
1

2 2
III

a b c
r

+ − + −
= = =  

12

5
c

h =  

 
         C 
 
      b   hc     a 
 

A                   B 
           D   c 

圖 2 

I hc  II 
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(2) 當 12 5 13a b c= = =， ， 時 

同理，計算得
25

13
AD = ，

144

13
BD = ，

60

13
c

h =  

10

13
24

13
2 

60

13

I

II

III

c

r

r

r

h

=

=

=

=

，

，

，

   （**） 

由（*）及（**）可以發現        

 （***）   

2 2 2

10 5

13 13
24 13

13 12

c I II III

I III III

II III III

I II III

h r r r

b
r r r

c

a
r r r

c

r r r

= + +

= = =

= = =

+ =

 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 5555：：：：    

針對 24a = ， 17b = ， 25c = 的直角三角形，檢驗（***）之等式是否

成立？ 

步驟步驟步驟步驟 10101010：：：：針對一般的直角 90ABC C∆ ∠ = °， ，看圖 2。 

2

           ( )
2 2 2 2

           

c c

I III

II III

AD h b AD c h c bc b ab bc b b a c b
r r

c c c c

a
r r

c

+ − ⋅ + ⋅ − + − + −
= = = = ⋅ =

=

同理，

換言之，相似三角形對應邊的比等於其對應內切圓半徑之比。 
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於是
2 2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2

I II III

 ( 1)

               

2
               

2
               

[( ) ( ) ]

I II III III

III

c

I II III III

I II III

b a
r r r r

c c

a b c
r

c

a b c ABC

c p

ABC
h

c

b a a b
r r r r

c c c

r r r

π π π

+ + = + +

+ +
=

+ + ∆
= ×

∆
= =

+
+ = + =

+ =

+ =

而 

故得 

於是 r r r

 

即兩個小直角三角形內切圓的面積和等於原直角三角形內切圓的

面積，而斜邊上的高等於大小三個直角三角形內切圓之半徑和。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6666：：：：    

(1) 圖 2 中已知 3
I

r = ， 4
II

r = ， 5
III

r = ，求此直角三角形斜邊上的

高。（注：此時直角三角形三邊長為 15，20，25。） 

(2) 圖 2 中可能不可能有大小三內切圓半徑分別是 2、3 及 4？ 

 

活動四活動四活動四活動四：：：：從本原畢氏三元數組（a,b,c）的生成數對（m、n） 

2 2

2 2

2

a m n

b mn

c m n

= −

=

= +

 

其中 m、n 互質，m＞n；m、n 一奇一偶 

令 m＝n＋1 得到一系列的特殊本原畢氏三元數組； 

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

( 1) 2 1

2 2 ( 1) 2 2

( 1) 2 2 1

a m n n n n

b mn n n n n

c m n n n n n

= − = + − = +

= = + = +

= + = + + = + +
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以 a、b、c 為邊長的直角三角形的內切圓半徑為 n。 

因此，對於任一正整數 r，至少有一組

2 22 1, 2 2 , 2 2 1a r b r r e r r= + = + = + + 為邊長，本原畢氏三元數

組的直角三角形，其內切圓半徑恰為 r外，到底還有沒有

其它的本原畢氏三元數組為邊長的直角三角形之內切圓

半徑仍為 r？本活動就是要來探索有多少組本原畢氏三

元數組為邊長的直角三角形，有同樣長的內切圓半徑 r。 

步驟步驟步驟步驟 11111111：：：：先針對 r＝1，r＝2，r＝3，r＝4，r＝5，r＝2×3， 

r＝2×3×5 等特例尋求答案的規律。 

(1) 當 r＝1 時，由公式 r＝n（m－n），其中 m＞n，最大公

因數（m，n）＝1 且 m、n 有不同的奇偶性，此時僅有         

n＝1， m＝n＋1＝2，一組解（3,4,5）。 

(2) 當 r＝2 時，由 r＝n（m－n）及 m、n 的條件 

也僅得 n＝2，m＝2＋1＝3 一組解（5,12,13） 

(3) 當 r＝3 時，由 m、n 之條件，得到下列二組解： 

○1  n＝1，m＝3＋1＝4 → （15,8,17） 

○2  n＝3，m＝3＋1＝4 → （7,24,25） 

(4) 當 r＝4＝2
2時，由 m、n 之條件僅能取 

n＝4，m＝4+1＝5 →（9,40,41）一組解 

(5) 當 r＝5 時，由 m、n 之條件，得到下列二組解： 
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○1  n＝1，m＝5＋1＝6 → （35,24,37） 

○2  n＝5，m＝1＋5＝6 → （11,60,61） 

(6) 當 r＝6＝2×3 時，由 m、n 之條件，得到下列二組解： 

○1  n＝2，m＝3＋2＝5 → （21,20,29） 

○2  n＝6，m＝1＋6＝7 → （13,84,85） 

(7) 當 r＝2×3×5 時，由 m、n 之條件，得到下列四組解： 

○1  n＝2，m＝15＋2＝17 → （285,68,293） 

○2  n＝6，m＝5＋6＝11 → （85,132,157） 

○3  n＝10，m＝3＋10＝13 → （69,260,269） 

○4 n＝30，m＝1＋30＝31 → （61,1860,1861） 

你看出以上解的組數之規律性？ 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7777：：：：針對 r＝2×3
2，求出本原畢氏數組為邊長而其內切半

徑長恰為 18。（提示：有二組解） 

步驟步驟步驟步驟 12121212：：：：由以上的步驟 11各例及隨堂練習 7，我們可以使用下列

程序，來求正整數 r 為本原畢氏三元數組（a,b,c）的直

角三角形內切圓半徑長的組數： 

(1) 先將 r 的標準分解式寫出來：r＝2
x．．．．p1

x1．．．．…．．．．pl 

xl 

其中 x ≥0 之整數，p1＜p2＜…＜pl為由小到大的奇質因

數 x1,x2,…,xl ≥1 的正整數。 

l ≥0, l ＝0 時 r＝2
x
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例如，15＝2
0
×3×5，1000＝2

3
×5

3等等 

隨堂練隨堂練隨堂練隨堂練習習習習 8888：：：：請分別寫出 35，70，100 的標準分解式。 

 

(2) 其次求互質的正整數（m，n）m＞n 

且 m，n 之奇偶性相反（恰好一奇一偶） 

其組數與 n 的可能取法數相同。 

(3) 當 n取到 2或 pi時，就必須取到 2
x或 pi 

xi之全部（1≤ i≤  l），

而且 n 必須到 2
x之全部。pi可以取，也可以不取恰好有    

兩種情形。 

(4) 當 r＝2
x時，n 就只能取 2

x而 m＝2
x＋1 一組解。 

(5) 當 r＝2
x．p1 

x
1時，n 就只能取到 2

x或 2
x
 p1 

x
1兩種。 

(6) 當 r＝2
x．．．．p1 

x
1．．．．p2 

x
2時，n 可以取到 2

 x，2
x．p1 

x
1，2

 x．．．．p2

 x 
2

及 2
 x．．．．p1 

x
1．．．．p2 

x
2四組解。 

(7) 一般來說 r＝2
x．．．．p1 

x
1．．．．p2 

x
2．．．．…．．．．pl 

x
l，則 n 可以取到 2

x，2
x．．．．

p1 

x
1，2

x．．．．p2 

x
2 ，…，2

x．．．．pl 

x
i；2

x
p1 

x
1．．．．p2 

x
2，…， 

2
 x
 p1 

x
1 pl 

x
l；…，2

x
p1 

x
1 p2 

x
2 …pl－1 

x
l－1，2

x
p1 

x
1 p2 

x
2 …．pl 

x
l，   

2
x．．．．p1 

x
1 p2 

x
2 … pl-1 

x
l－1 pl 

x
e共有 2

l組解，相應的（a,b,c）就有

2
l組本原畢氏三元數組解，因此共有 2

l個本原畢氏三元數

組為邊長的直角三角形，它們的內切圓半徑都是原給定的

正整數 r。 
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隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 9999：：：：試說明恰一組本原畢氏三元數組為邊長的直角三角

形，其內切圓半徑都是 64。 

活動五活動五活動五活動五：：：：（結論） 

(一) ABC∆ 內切圓的半徑長 r 為
2 ABC

p

∆
，p 為其周長。 

(二) 90ABC C∆ ∠ = °中， ，其內切圓半徑常 r＝
2

a b c+ −
。 

(三) 邊長為整數的直角三角形，其內切圓半徑為 r＝
2

a b c+ −
，

故 r 為整數。 

(四) 由（m,n），m＞n，m,n 互質生成的本原畢氏三元數組為

邊長的直角三角形，其內切圓半徑 r＝n（m－n）。 

(五) 給定任意正整數 r，至少有一本原畢氏三元數組為邊長的

直角三角形具有內切圓半徑 r。 

(六) 具有 l 個相異的奇質因數的正整數 r，恰有 2
l個本原畢氏

三元數組為邊長且內切圓半徑恰為 r 的直角三角形。 

(七) 任意直角三角形 90ABC C∆ ∠ = °， ，被斜邊上的高分割成三

個大小不一的直角三角形，如圖 2，則： 

(1) 三個直角三角形的內切半徑和等於原 ABC∆ 斜邊上的高。 

(2) 三個內切半徑可以作成一個以三半徑為邊長的直角  

三角形。 
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教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

步驟 1：(1) 1，(2) 2，(3) 3。 

隨堂練習 1：（a,b,c）＝（5,12,13）→ r＝2 

＝（10,24,26）→ r＝4 

＝（5k,12 k,13 k）→ r＝2 k 

隨堂練習 2： 21、20、29；9、40、41；35、12、37；11、60、61。 

隨堂練習 3：(1) 15、112、113；7。 (2) 37、144、145。  

隨堂練習 4：(1) 
1

5
， (2) 

3 5

2

−
。 

隨堂練習 5：均成立（過程略）。 

隨堂練習 6：(1) 12； (2) 不可能（理由 4
2
≠2

2＋3
2） 

隨堂練習 7：取 n＝2 及 18，則 m＝11 及 m＝19。 

隨堂練習 8：35＝5×7，70＝2×5×7，100＝2
2
×5

2 

隨堂練習 9：因為 64＝2
6，僅有 n＝2

6＝64 ，m＝65 一組解，此

時（a,b,c）＝（129,8320,8321） 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.設直角三角形三邊長分別 50、120 及 130，試求其內切半徑長。 

2.試找出所有以本原畢氏三元數組（a,b,c）為邊長的直角三角

形，使其內切圓半徑恰為 10。 

3.試找出所有以本原畢氏三元數組（a,b,c）為邊長的直角三角

形，而其內切圓半徑都是 35。 
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4.試找出所有以本原畢氏三元數組（a,b,c）為邊長的直角三角

形，而其內切圓半徑都是 70。 

5.試找出一個直角三角形，使其斜邊上的高分此直角三角形為

三個大小不同的直角三角形，而此三個直角三角形的內切圓

半徑分別
10

13
、

24

13
及 2，並求此直角三角形斜邊上的高。 

6.試求面積及周長都是同一數值 24 的 XYZ∆ 之內切圓半徑長。 

指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答指定作業參考解答：：：： 

1.r＝
50 120 130

2

+ −
＝20； 

2.10＝2×5，n 有兩種取法 2 及 10，相應的 m 分別 7 及 11， 

即（m,n）＝（7,2）、（11,10）故得（a,b,c）＝（45,28,53）,（21,220,221）

兩組解。 

3.35＝5×7，n 有四種取法 1、5、7、35，相應的 m 分別 36、12、

12、36，即（m,n）＝（36,1）、（12,5）、（12,7）及（36,35）。 

故得（a,b,c）＝（1296,72,1297）,（119,120,169）,（95,168,193）

及（71,2520,2521）。 

4.70＝2×5×7，n 有四種取法 2、10、14、70，相應的 m 分別為 37、

17、19 及 71。故得（a,b,c）＝（1365,148,1373）、（189,340,389）、

（165,532,557）及（141,9940,9941）。 

5.邊長為 5、12 及 13 的直角三角形其斜邊上的高為
10 24 60

2
13 13 13

+ + = 。 
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6.半徑長為
2 24

2
24

×
= 。 

 

八八八八、、、、教學注意事項教學注意事項教學注意事項教學注意事項：：：：  

1.指導說明讀題時間約 4～5分鐘，活動一分配時間約 20分鐘，

活動二分配時間約 20分鐘（含指定作業），活動三分配時間

約 20分鐘，活動四分配時間約 20分鐘，活動五結論及作業

時間約 5分鐘。 

2.步驟 1 先要求回答基礎題，主要檢核學生之基本程度，若沒

答對就需要加強步驟 2 的教學來導出三角形內切圓半徑的公

式：面積的 2 倍除以周長。 

3.活動二旨於說明整數邊長的直角三角形之內切圓半徑必定為

整數，單就這方面使用 r＝
2

a b c+ −
公式，即可輕易得出，但我

們先強調 r= n（m－n）之公式，主要是要用因數分解的技巧，

將 r 先寫成標準分解式，逆向求出具本原畢氏三元數組（a,b,c）

為邊長之組數的直角三角形，（這裡要 m＞n，m、n 互質且一

奇一偶），它們的內切圓半徑都是 r。 

4.任意正整數 r，至少在有一個（2r＋1,2r
2＋2r,2r

2＋2r＋1）本原

畢氏三元數組為邊長且內切圓半徑為 r 的直角三角形，而恰有

內切圓半徑 r 之直角三角形時充要條件為 r＝2
x，即 r沒有任

何奇質因數。 
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5.當 r＝2
x．．．．p1 

x1．．．．…．．．．pl 

x
l，l ≥0（l ＝ 0 時 r＝2

x）在 r 有 l 個

相異奇質因數，不管 x1 ≥1，…，x l ≥1 多大都不影響本原畢氏

三元數組為邊長，內切圓半徑都是 r 的直角三角形之組數（＝

2
l ）。注意分解 r＝n（m－n），滿足 m＞n，（m,n）＝1，m、n

一奇一偶的方法數相當先取定 n 的方法數。而 n 必須含 2
x的

全部，且對 pi 

x i的取法或者不取 pi，要取時則取全部 pi 

x i，故

由 n 的取法共有 1×2×2×…×2＝2
l種。 

6.逆向推出內切圓半徑為正整數 r 知本原畢氏三元數組為邊長

的直角三角形之組數，本主題的設計是具有一定的技術，先盯

住特例揣摩，謹慎細心些，就不難體會出來。 

7.活動五的結論很重要，要檢測學生是否熟悉，是否理解，作

為必要補救措施。 

8.一般的 ABC∆ ，其內切圓半徑為
( )( )( )s a s b s c

s

− − −
，其中 s 為

半周長
2 2

p a b c+ +
= ，對程度較好的學生不妨提出這一般化的三

角形內切圓半徑公式。 

9.各主題活動間，教師宜行間走動，加強瞭解學生學習情形。 

10.宜加強口頭問答各評量，增進教學效果。 
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九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.李政憲、陳昭地（2013）。畢氏三元數組。陳昭地主編：國民

中學數學教材原型 C冊(主題 1-4)。新北市：國家教育研

究院。 

2.傅淑婷、陳昭地（2013）。直角三角形母子相似定理與海龍公

式。陳昭地主編：國民中學數學教材原型 C冊(主題 3-7)。

新北市：國家教育研究院。 

3. Posamentier,A.S. & Stepelman,J（1986）. Unit 66： The inscribed 

circle and triangle In A. S. Posamentier, & J. Stepelman 

(Eds.) Teaching Secondary School Mathematics（2nd ed）

(pp.324-326) Columbus, OH：Merril. 

4. Posamentier,A.S. & Stepelman,J（1986）. Unit 83：Pythagorean 

Triples In A. S. Posamentier, & J. Stepelman (Eds.) 

Teaching Secondary School Mathematics,（2nd ed）

(pp.355-356). Columbus,OH：Merril.  

5.J. H. Silverman (2006).Chapter 2：Pythagorean Triples。 A 

Friendly Introdution to Number Theory (3rd ED)(pp.11-16), 

Pearson Education International. http://www.guailih.com.tw 

6.周長 ABC∆ 的面積為 ( )( )( )s s a s b s c− − − （海龍公式）故
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( )( )( )2 ( )( )( )s s a s b s cABC s a s b s c
r

p s s

− − −∆ − − −
= = =  

其中
2

p
s ABC= = ∆ 之半周長

2

a b c+ +
。

 3 4 5  6 3 2 1 

3 2 1
 1  1 

6 2
 ( )   2 1   1

a b c s s a s b s c

a b c
r

r n m n m n r

= = = = − = − = − =

⋅ ⋅ + −
= = =

= − = = =

以 ， ， 為例 ， ， ，

故 r= 與用公式

或 ， 代入

 

通通得到相同的答案。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第五章 圓與直線 

574 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



銳角三角形的九點圓 

 

575 

主題主題主題主題 5－－－－5 銳角三角形銳角三角形銳角三角形銳角三角形的的的的九點圓九點圓九點圓九點圓 

一一一一、、、、授課對象授課對象授課對象授課對象：：：：國中八年級下學期學生        撰寫者撰寫者撰寫者撰寫者：：：：李政豐  

二二二二、、、、先備知識先備知識先備知識先備知識：：：：                                    陳昭地 

(一) 知道不共線三點，決定一圓。 

(二) 知道平面上四點共圓的條件。 

(三) 知道 ABC∆ 有重心 G，外心 O。 

(四) 知道銳角三角形的三高交於垂心 H。 

(五) 知道三角形兩邊中點連線的性質。 

(六) 知道平行截線分線段成比例的性質。 

(七) 知道直角三角形的斜邊中點與三頂點等距離。 

(八) 知道平面上兩線平行之充要條件。 

(九) 知道直角坐標平面作法及過兩定點之直線方程式求法。 

(十) 知道畢氏定理及兩點距離公式。 

三三三三、、、、教學目標教學目標教學目標教學目標 ：：：： 

(一) 瞭解不等邊銳角三角形 ABC∆ 三邊上的中點 A′ , B′ ,C′所

決定的圓通過 ABC∆ 三高的垂足 F,E,D(四點共圓到六點

共圓)。 

(二) 瞭解當 ABC∆ 的垂心為 H，HC 的中點為 M，則四點 

B′ ,C′ ,F,M共圓。 

(三) 知道 CBA ′′′∆ 的外接圓就是九點圓，它通過 ABC∆ 三高的
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垂足，及垂心到三頂點連線的中點。 

(四) 知道不等邊銳角三角形九點圓的意涵。 

(五) 知道不等邊銳角三角形九點圓的圓心位置。 

(六) 能由九點圓的幾何圖形發現外心、重心及垂心三點在一

直線上。 

(七) 九點圓的直徑等於 ABC∆ 外接圓的半徑，並知道尤拉線

的意涵。 

(八) 能由坐標幾何解說外心O、重心G及垂心H三點共線(尤

拉線)，並解說 MC ′ 的中點N就是九點圓的圓心，N在OH

的中點。 

四四四四、、、、教學時間教學時間教學時間教學時間：：：：90分鐘(二節課) 

五五五五、、、、教學說明教學說明教學說明教學說明：：：： 

(一) 由複習 ABC∆ 的外接圓開始，接下來發現並解說原三角

形 ABC∆ 三邊中點，所成的三角形 CBA ′′′∆ ，與 ABC∆ 三高

的任一垂足形成四點共圓，於是再發展到六點共圓。 

(二) 由發現並解說 A′ , B′ ,C′ ,M之四點共圓，發展到七點共

圓，再發展到九點共圓。 

(三) ABC∆ 的外心 O,重心 G,及垂心 H，可由九點圓後續的更

炫之幾何圖形窺出三心共線，引出尤拉線之名稱。 

(四) 繼而將 ABC∆ 坐標化,並引出直線斜率及過一定點，且已
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知斜率的直線方程式，並探求兩互相垂直二直線斜率的

關係，再介紹由平行截線性質，導出的內分點坐標公

式，先知道重心 G的坐標，再繼續尋求垂心 H,外心 O

的坐標，用直線OH

����

與直線OG

����

斜率相等的結果，說明

O,G,H三點共線(尤拉線)。再續探求  :  1: 2OG GH = ，且

九點圓圓心 N就在OH的中點。 

(五) 使用 Power Point與 Geogebra之動態幾何學習單，對本

單元的主題教學，有關鍵性的絕佳效果。 

六六六六、、、、教學活動教學活動教學活動教學活動：：：： 

活動一活動一活動一活動一：：：：(溫故知新)從三角形的三心到第四心。 

步驟步驟步驟步驟 1111：：：：已知 ABC∆ 為任意三角形時，先前已知道它有三個重要的

心： 

(1) 重心 G：它是 ABC∆ 三條中線的交點，且 GFGC 2=  ，

GEGB 2= ， GDGA 2= 。如圖 1(1)所示。 

 
圖 1(1) 
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(2) 外心 O：它是 ABC∆ 三邊上三條中垂線的交點，它跟三頂

點等距離，即 OCOBOA == ，外接圓 O就是以

O為圓心，以OA為半徑的圓，而 ABC∆ 就稱為

外接圓 O的內接三角形，如圖 1(2)所示。 

 

圖 1(2) 

(3) 內心 I：它是 ABC∆ 三條內角平分線的交點，它到三邊

AB、 BC、CA的距離都相等，以 I為圓心，I

到 AB邊距離為半徑，得到 ABC∆ 的內切圓 I，而

ABC∆ 則稱為內切圓 I的外切三角形，如圖 1(3)

所示。 

 

                            圖 1(3)  
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步驟步驟步驟步驟 2222：：：：當 ABC∆ 為等腰銳角三角形甚或不等邊的銳角三角形，它

有第四個心~垂心 H，垂心 H是 ABC∆ 三邊上的三高的交

點。圖 2(1)所示。 

 
圖 2(1) 

若 ABC∆ 為直角三角形，則它也有垂心 H，而且垂心 H，恰

好就是在直角頂，如圖 2(2)。 

 

圖 2(2) 

但若 ABC∆ 為鈍角三角形，顯然它的三高不會有交點，如   

圖 2(3)，但是它們的延長線，則仍然會交於一點，此交點 H亦稱

為鈍角三角形的垂心。此時垂心在三角形的外部。有關鈍角三角

形，三高延長線的交點垂心，雖然有如銳角三角形一樣，也可用

超技巧的變心工作來解說，但以圖形變得超複雜，我們就僅在此

提出這樣的事實，不再用純幾何圖形去解說給大家看了。 
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圖 2(3) 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 1111：：：：如圖 2(1) 或 2(3)，試說明 A,B,D與 E四點在同一圓

上(簡稱 A,B,D,E四點共圓)。 

 

活動二活動二活動二活動二：：：：四點共圓到六點共圓。 

步驟步驟步驟步驟3333：：：：在圖2(1)或2(3)，不僅四邊形ABDE或ABED有外接圓；    

同樣的AFHE,BFHD也都是有外接圓的四邊形，它們都有

一組對角均為直角；一般而言，一個四邊形ABCD為圓內

接四邊形，相當於它有一組互為補角(一組對角之和為

�180 )的四邊形。亦即數學上說成ABCD為圓內接四邊形

之充要條件為 �180=∠+∠ CA ，或 �180=∠+∠ DB ，用數學

符號可簡寫成：四邊形ABCD有外接圓⇔
�180=∠+∠ CA

或 �180=∠+∠ DB 。 

步驟步驟步驟步驟 4444：：：：不等邊三角形 ABC，三邊的中點跟任意高的垂足產生    

四點共圓，如圖 3， A′ , B′ , C′ , F四點共圓，理由如下： 

(1) BA ′′ // AB (中點連線性質) 

(2) 因為 BA ′′ // AB， FC ' 在 AB上， BA ′′ // FC ' 。 

(3) A′為直角三角形 CBF斜邊中點，與三頂點等距離，

BAFA ′=′ 。 
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(4) CB ′′ // BC， CB ′′ = (1/2) BC = A B′ 。 

(5) 四邊形A B C F′ ′ ′ 中，A B′ ′ // C F′ ，且 A F′ = CB′ ′，四邊形

A B C F′ ′ ′ 為等腰梯形， =180A B C A FC′ ′ ′ ′ ′∠ + ∠
�

 

(6) =180A B C A FC′ ′ ′ ′ ′∠ + ∠
�，故等腰梯形 A B C F′ ′ ′ 為圓內接四邊

形。 

 
圖3 

步驟步驟步驟步驟5555：：：：由以上步驟4之理由知F在 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓上，故 A B C′ ′ ′∆

的外接圓通過高CF的垂足；同理 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓亦通過

BC邊上高的垂足D及AC邊上高的垂足E。故知

, , , ,A B C D E′ ′ ′ 與F都在 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓上，即

, , , , ,A B C D E F′ ′ ′ 六點共圓。 

步驟步驟步驟步驟6666：：：：設H為不等邊 ABC∆ 的垂心(即三高的交點)，M為HC的   

中點，如圖4，不含虛線的圖形。連B C′ ′，B M′ ，並設B C′ ′

交AD於P。期待 B′ ,C′ , F及M四點共圓。 
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圖4 

理由如下： 

(1) 因為 B′ ,C′分別為 AC與 AB的中點，所以B C′ ′ // BC。 

(2) 延長 B M′ 交BC於S，則由 B M′ // AD , B S′ // AD , B M′ ⊥

�����

BC。 

CB M B′ ′ ′⊥ ， 90C B M′ ′∠ =
�。 

(3) 再由B C′ ′ // BC，且 B S′ 為B C′ ′與BC的截線，

90C B S B SC′ ′ ′∠ = ∠ =
�，即得 90C B S′ ′∠ =

�。 

(4) 在四邊形 B C FM′ ′ 中， M+ C FM 90 +90 =180C B′ ′ ′∠ ∠ =
� � �，故

, , B C F M′ ′ 及 四點共圓，而此圓也是 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓。 

步驟步驟步驟步驟7777：：：：同理，如下圖5，設HA的中點為K,則 , ,A B K D′ ′ 及 四點共圓，

而此圓也是 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓；再同理，設HB的中點為L,

則 , ,B C L E′ ′ 及 四點共圓，而此圓也是 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓。綜

合得知 , , , , ,A B C M K L′ ′ ′ 六點共圓，此圓即為 A B C′ ′ ′∆ 的外接

圓。 
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活動三活動三活動三活動三：：：：由六點圓到七點圓到九點圓。 

綜合步驟3~7得 , , , , ,A B C D E F′ ′ ′ 與 , , , , ,A B C M K L′ ′ ′ ，兩組六點

共圓，且此圓都是 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓，即得 , , , , , ,A B C D E F M′ ′ ′ 七點

共圓，以至於再加上兩個點 , , , , , , , ,A B C D E F M K L′ ′ ′ 九點共圓，當

然此圓亦是 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓。於是 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓除過三頂點

, ,A B C′ ′ ′之外，亦通過 ABC∆ 三高的垂足D,E,F，再通過 ABC∆ 垂心

到頂點的中點M,K,L，這九點都在三角形 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓上，此

外接圓即被稱為 ABC∆ 的九點圓。 

 

圖5 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 2222：：：：在圖 5中，若 N是C M′ 的中點，請說明 N就是 ABC∆

九點圓的圓心，而且C M′ 就是九點圓的直徑。 

 

活動四活動四活動四活動四：：：： ABC∆ 的外心 O,重心 G ,及垂心 H,三點在同一條直線上(稱

為尤拉線) 
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步驟步驟步驟步驟 9999：：：：    

如果把圖 5中，再點上外心 O,重心 G ,及畫上 ABC∆ 的外接

圓，與作出一些相關連線，就可以得到比圖 5更複雜但有些規則

的超炫圖形如圖 6所示。 

 
圖6    

步驟步驟步驟步驟10101010：：：：盯住圖6中 ABC∆ 的外心O,重心G ,及垂心H,三點好像在同

一條直線上，而且GO =
1

2
GH ，，，，且九點圓的圓心N好像是

OH的中點。若能耐心些，再花上仔細檢查的時間，仍然

可以藉圖6解說清楚，外心O,重心G ,及垂心H,三點所在的

直線就被稱為尤拉線。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 3333：：：：    

(1) 在圖 6(1)中，請說明OC MC′ 為平行四邊形，並說明

C M′ =OC，即得九點圓的直徑等於 ABC∆ 的外接圓半徑。
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(可由 ABC∆ 相似於 A B C′ ′ ′∆ 來思考)。 

(2) 如圖 6(1)，請說明 N為OH的中點(可由 MHN∆ , C ON′∆ 全

等來思考)。 

 

 

圖 6(1) 

 

活動五活動五活動五活動五：：：：用另一角度~坐標幾何，來探究尤拉線。 

步驟步驟步驟步驟 11111111：：：：((((坐標化)不妨設 C∠ 是 ABC∆ 的最大內角，將 AB 擺放在

水平位置充作 x 軸， AB邊上通過 C 點的高CF充作 y

軸，且垂足 F 充作原點，如此建立了 ABC∆ 的所在直角

坐標平面。如圖 7所示。 
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圖 7 

注意:為了方便計算，設 A(-6a,0)、B(6b,0)、C(0,6c)，且 , , 0a b c > 。 

步驟步驟步驟步驟 12121212：：：：先看坐標幾何的直線方程式的問題(二元一次方程式的直

線圖形與斜率)。 

(1) (特例)在坐標平面上，二元一次方程式 

1
L : 2 3 -14 0x y+ = 的圖形是經過(4,2),(1,4)兩點的直線。 

2
L ：3 -2y+5 0x = 的圖形是經過(3,7),(1,4)兩點的直線。 

根據一條非平行於 y 軸的直線 L；其上任意兩點 1 1
( , )x y 、

2 2
( , )x y ， 1 2

( )x x≠ ，其斜率定義成 2 1

2 1

-

-

y y
m

x x
= ，這個數值 m，不

論由直線上任取兩點來計算的結果都相同。 
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          圖 8(1)                       圖 8(2) 

所以直線
1

L的斜率就是
2-4 2

= -
4-1 3

，而直線
2

L 的斜率是
7-4 3

= 
3-1 2

這兩條直線
1

L ,
2

L 的斜率關係很巧妙，它們的乘積等於-1，即

兩直線斜率互為負倒數。而這微妙的關係不禁讓我們看看它

們都是通過(1,4)點的直線，看圖 8(1)好像它們互相垂直於點

(1,4)。 

(2) 我們再來檢查看看
1

L ,
2

L 兩直線方程式是不是可用斜率及通

過點(1,4)來求得。 

先看
1

L：設(x,y)為
1

L上任意異於(1,4)的點，則有
- 4 2

 -
-1 3

y

x
= 即

2
- 4  - ( -1)

3
y x= ，也就是 2 3 -14 0x y+ = 。 

同理
2

L ，可同法求得
3

- 4 ( -1)
2

y x= ，即3 -2y+5 0x = 。 

另外再看；過(1,4)點且垂直於
1

L的直線 L之方程式，也可用
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下面的角度來求得：設(x,y)為 L上的任意點 P，把(1,4)點記作

Q，
1

L上另一點(4,2)點記作 R，如圖 8(3)， 

 

圖 8(3) 

則 PQR∆ 為斜邊PR的直角三角形，故得
2 2 2

+ =Q QRP PR (畢氏定

理)，再由兩點距離公式的平方得 

2 2 2 2 2 2[( -1) ( - 4) ] [(4 -1) (2 - 4) ] ( - 4) ( - 2)x y x y+ + + = + ，展開

2 2 2 2[( - 2 1) ( -8 16)] (9 4) ( -8 16) ( - 4 4)x x y y x x y y+ + + + + = + + +

化簡得: 3 -2y+5 0x = ，即知直線 L就是直線
2

L 了。 

(3) 一般說來，通過(a,b)點斜率 m的直線方程式 L可寫成

-  ( - )y b m x a= ，而通過(a,b)點且與 L互相垂直的直線 L′，其

方程式可以寫成
1

-  ( - )y b x a
m

= − ，( 0m ≠ )。 

(4)特別的情況下，通過 ( ,0)a , (0, )b 且 ( 0)ab ≠ 的直線方程式
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 1
x y

a b
+ = ，亦即  

b
y x b

a
= − + ，斜率是

b

a
− 的直線方程式。 

(5)  y 軸本身，或平行於 y 軸的直線方程式可表成 x=a,(a為常

數)。x 軸本身，或平行於 x 軸的直線方程式可表成 y=b，(b

為常數)。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 4444：：：：    

(1) 求過(1,2)而斜率為 3的直線方程式。 

(2) 求過(1,2)而斜率為
1

3
− 的直線方程式。 

(3) 分別求過(a,b)而平行於 y 軸或 x 軸的直線方程式。 

步驟步驟步驟步驟 13131313：(坐標平面上兩點之間的分點公式) 

(1) 先看數線上代表 a,b的點分別為 P,Q，不妨設 a<b， 

如圖 9(1)所示。PQ線段上有一點 X(x)滿足 m

n

PX

XQ
= ， 

(m,n為正整數)，如圖 9(1)，則
-

- m

b x n

x a
= ，得 x

na mb

m n
=

+

+
。 

 

 

圖 9(1) 

(2) 再看坐標平面上二已知點 ( , )P a b , ( , )Q c d ，不妨設

a<c,b<d，且 ( , )X x y 為線段PQ內的一點，且知道 m

n

PX

XQ
= ，

過 P作水平線與過 Q作鉛直線兩線的交點為 ( , )A c b ，再過
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X作鉛直線交PA於 ( , )B x b ，如圖 9(2)。 

 

圖 9(2) 

並過 X作水平線交QA於 ( , )B c y′ ，如圖 9(3)。 

 

圖 9(3) 

   則由平行截線性質知： 

   
m

n

PB

BA
= 且 m

n

AB

B Q
=

′

′

，故得
-

- m

c x n

x a
= ，

-

- m

d y n

y b
= ，於是得到 

   x
na mc

m n
=

+

+
， y

nb md

m n
=

+

+
，這就是坐標平面上PQ的內分點   

X之坐標求法公式。 

隨堂練隨堂練隨堂練隨堂練習習習習 5555：：：： 

(1) 已知點 ( , )P a b , ( , )Q c d ，試求PQ中點的坐標。 
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(2) 試說明當 ( , )P a b , ( , )Q c d , ( , )R s t 三點不共線，則三頂點所成 

之三角形 PQR∆ 之重心 G坐標為
3 3

( , )
a c s b d t

G
+ + + + 。 

步驟步驟步驟步驟 14141414：：：：再回頭看步驟 11 之圖 7，我們要求三角形 ABC∆ 之重心

G , 外心 O ,及垂心 H的坐標，如圖 10所示。 

 

圖 10 

圖中BC的中點 (3 ,3 )A b c′ ，AB中點 (3 -3 ,0)C b a′  

(1) 重心 G的坐標為
6b+0+(-6a) 0+6c+0

,
3 3

 
 
 

即 ( )2 - 2  ,  2G b a c  

(2) 垂心 H的坐標求法如下：其 x坐標為 0；y坐標求法如下： 

c
AC

a

����

的斜率為 ，AC邊上的高BE其斜率為
a

c

−

，故BE
����

方程

式為 ( 6 )
a

y x b
c

−
= − ，以 x=0 代入得

6ab
y

c
= 。即

6
H(0, )

ab

c
 

(3) 外心 O的坐標求法如下：OC′ //y 軸且過 (3 -3 ,0)C b a′ ，  OC′

�����
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的方程式為 3 -3x b a= 。 

另  BC

����

的斜率為
c

b

−

，故中垂線  A O′
�����

的斜率為
b

c
，而其方

程式為 3 ( 3 )
b

y c x b
c

− = − ，以x=3 -3b a代入得
3

3
ab

y c
c

= − ，即

得外心 3
3 -3  3( ,  )

ab
b a c

c
O −  

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 6666：：：：試利用CF
�����

與BE
����

的交點
6

H(0, )
ab

c
，說明 AH

�����

⊥ BC
�����

 

           (即表示三高或其延長線交於一點 H) 

步驟步驟步驟步驟 15151515：：：：進一歩說明 O, G , H三心共線，且OG：GH =1：2。 

先假設 0a ≠ ： 3
3 -3  3( ,  )

ab
b a c

c
O − ， ( )2 - 2  ,  2G b a c ，

6
H(0, )

ab

c
 

(1) OG
�����

的斜率為

3
-

(3 -3 ) - (2 - 2 )

ab
c

c

b a b a
=

2 -3

( - )

c ab

b a c
， 

(2) OH
�����

的斜率為

9
3 -

 
(3 -3 )

ab
c

c

b a
=

2 -3

( - )

c ab

b a c
 

(3) OG
�����

與OH
�����

有共同交點 O，而其斜率相同，OG
�����

=OH
�����

，即

O, G ,H三心在同一條直線上。故知三心共線(尤拉線)。 

當 a=b，即 ABC∆ 為底邊 AB的等腰三角形，則

3
 3(0 ,  )

ab
c

c
O − ， ( )0 ,  2G c ，

6
H(0, )

ab

c
三心都在 y 軸上，    

當然 O, G , H共線。 

(4) 試解說OG：GH =1：2。 
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為此令 X(x,y)為OH上的點且OX ： XH =1：2，則由 

分點公式   2

2 (3 -3 ) 1 0
     2( - )

3

3( - ) 6
2

2
3

b a
x b a

c ab ab

c c
y c

⋅ + ⋅
= =




⋅ +
= =



 

，與 G(2b-2a,2c)完全相同，故 OG：GH =1：2。 

隨堂練習隨堂練習隨堂練習隨堂練習 7777：：：：如圖 10-1，設 M為CH中點，N為MC′中點，試說明

N為OH的中點。(此即為九點圓的圓心，在尤拉線

上，且平分OH ) 

 
圖 10-1 

活動六活動六活動六活動六：：：：(總結論) 

(一) ABC∆ 三邊中點與任一個高的垂足，形成四點共圓。 

(二) ABC∆ 三邊中點與三條高的垂足 D,E,F，形成六點共圓。 

(三) ABC∆ 三邊中點與三條高的垂足及任一個頂點到垂心的

中點，形成七點共圓。 
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(四) ABC∆ 三邊中點A ,B ,C′ ′ ′，與三條高的垂足 D,E,F，及三

個頂點到垂心的中點M,K,L，形成九點共圓。 

(五) ABC∆ 的九點圓,就是 ABC∆ 三邊中點A ,B ,C′ ′ ′的外接圓。 

(六) ABC∆ 的外心 O,重心 G ,垂心 H ,三心共線，此線OGH
������

即

為尤拉線，OG：GH =1：2，且九點圓的圓心恰為OH的

中點。 

教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答教學活動參考解答：：：： 

活動一： 

隨堂練習 1：這四個點都跟 AB的中點等距離，所以這四點都在以

AB的中點 M為圓心，以半徑  
2

AB
r = 為半徑的圓上，

故這四點共圓。由 90D E∠ = ∠ =
�，D,E都在 AB為直徑

的圓上。 

       

活動三： 

隨堂練習 2：因為 N為直角三角形 MFC′∆ 斜邊C M′ 的中點

NM = NC′= NF，即以 N為圓心，C M′ 為直徑的圓，

就是 MFC′∆ 的外接圓，但由九點圓的因素，所以
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MFC′∆ 的外接圓就是 A B C′ ′ ′∆ 的外接圓，於是 N為九

點圓的圓心，C M′ 長即為九點圓的直徑長。 

 

活動四： 
隨堂練習 3： 

 

圖 6    



第五章 圓與直線 

596 

 

(1) 如圖(6)，OC′平行且等於
1

2
BR， 90ABR∠ =

�， 90ACR∠ =
�， 

故BE平行CR ⇒ CR平行HB………(1)。 

  OC′ ⊥ AB，CH ⊥ AB ⇒OC′ //CH  

  OC′ // BR，OC′ //CH ⇒ CH // BR ………(2) 

由(1)(2) ⇒CHBR為平行四邊形，CH = BR =2OC′。 

1

2
CM CH= = OC′，由一組對邊平行且相等，知OC MC′ 為平行

四邊形，故C M OC=′ 。 

(2) OC′平行且等於MH ⇒ OC HM′ 為平行四邊形 

⇒對角線互相平分⇒ MN NC= ′，ON NH= 。 

活動五： 

隨堂練習 4：(1)3x-y-1=0，  (2)x+3y-7=0，  (3)x=a;y=b。 

隨堂練習 5：(1) PQ的中點坐標為 M ,
2 2

a c b d+ + 
 
 

 

(2) PQ的中點坐標為 M ,
2 2

a c b d+ + 
 
 

，第三點 R(s,t)，        

由 :RG GM 2 :1= ，G點的 x坐標：

2 1
2

3 3

a c
s

a c s
x

+
⋅ + ⋅

+ +
= = ，G點的 y坐標：

2 1
2

3 3

b d
t

b d t
y

+
⋅ + ⋅

+ +
= = ，即  ,  

3 3

a c s b d t
G

+ + + + 
 
 

。 
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隨堂練習 6：
6

(0, )
ab

H
c
，AH

����

的斜率為

6

  
6

ab

bc

a c

 
 
 

= ，BC

����

的斜率為
c

b
− ，

其斜率相乘為-1，故 AH BC⊥

���� ����

。(此即表示三高或其延

長線交於一點) 

 

隨堂練習 7：C(0,6c)，
6

(0, )
ab

H
c
，得到CH 中點

23( )
(0,  )

c ab
M

c

+

， 

而 N為MC′的中點，故
23( - ) 3( )

( ,  )
2 2

b a c ab
N

c

+

，又知道

3
3 -3  3O( ,  )

ab
b a c

c
− ，

6
H(0, )

ab

c
，則OH的中點坐標為

2
3( - ) 3( )

( ,  )
2 2

b a c ab

c

+

，亦即 N就是OH的中點。 



第五章 圓與直線 

598 

 

 

七七七七、、、、指定作業指定作業指定作業指定作業：：：： 

1.請口頭描述何謂不等邊銳角三角形的九點圓？ 

2.(1)請說明正三角形的九點圓退化成六點圓。 

(2)請說明等腰直角三角形的九點圓退化成矩形四頂點共圓。 

(3)請說明等腰非直角三角形的九點圓退化成八點圓。 

3.請用尺規作出給定 ABC∆ 的九點圓。 

4.請指出 ABC∆ 的九點圓之圓心位置。 

5.請用尺規作出給定不等邊銳角三角形的尤拉線。 

6.指出給定不等邊三角形的外心、重心、垂心及其九點圓之圓

心的關係。 

7.求直角坐標平面上給定 A(1,0),B(2,4),C(6,2)的三角形之重心 G

的坐標。 

8.求坐標平面上過 P(1,2),Q(5,6)之直線方程式及其斜率。 
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9.設 X在 P(1,2),Q(5,6)的連接線段內，且  :   2 : 3PX XQ = ，試求

X的坐標。 

10.設 Y在 P(1.2),Q(5,6)的延長線上，且知  :   5 :1PY YQ = ，試求 Y

的坐標。 

11.如圖，在坐標平面上，一隻螞蟻正在 P(0,12)的位置找尋食物，

後來先朝向南偏東的方向，爬行到 X 軸的 R(x,0)位置，之後

聞到 Q(30,28)處有食物，於是再朝向 Q的方向爬行到 Q，請

問此螞蟻至少要爬行多少距離，才能吃到在 Q(30,28)處的食

物呢？ 

 

12.如圖,坐標平面上 ABCD為正方形，A為原點， DFC∆ 為斜邊

DC，短股DF =6，長股CF =8，的直角三角形，並設正方形

對角線 AC , BD交於 E,試求此正方形的邊長及 EF線段之長。 
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指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案指定作業參考答案：：：： 

1.~3.(略) 

4.九點圓的圓心，在一邊的中點與「垂心到此邊對角頂的中點」

連線的中點。(或圓心在垂心與外心連線段的中點) 

5.(略) 

6.外心、重心、垂心及九點圓的圓心四點在尤拉線上，且外心到

重心之距離為重心到垂心距離之半，九點圓的圓心恰在外心與

垂心連線段的中點。 

7. A(1,0),B(2,4),C(6,2)的三角形之重心 G(x,y)的坐標：

1 2 6
 3

3
x

+ +
= = ，

0 4 2
 2

3
y

+ +
= =  

8.斜率為 1，而其方程式為 x-y+1=0 

9.令 X(x,y)：
3 1 2 5 13

 
5 5

x
× + ×

= = ，
3 2 2 6 22

 
5 5

y
× + ×

= =  
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10.令 Y(x,y)：由條件知
4

1

PQ

QY
= ，故

1 1 4
5 

5

x× +
= ，

1 2 4
6 

5

y× +
= 得

x=6,y=7即 Y(6,7)。 

11.(1) 如圖，先作一草圖，做 P對 x 軸的對稱點 (0, -12)P′ ，連 P Q′ ，

交 x 軸於 R(x,0)。 

(2) 設 ( ,0)T x′ 為 x 軸在 R(x,0)右方的任一點(當然  30x′ < )，連

P T′ 、 PT 及TQ，則 P T′ = PT ，且 P T′ +TQ > P Q′ 。 

(3) P Q′ 的斜率為
28 ( 12) 4

=
30 0 3

− −

−
， P Q′
����

的直線方程式為

4
12 ( 0)

3
y x+ = − ，再令 y=0，得 x=9，即 R(9,0)。 

(4) 至少爬行的距離為

PR + RQ = P R′ + RQ = P Q′ =
2 2(30 0) +(28+12) =50−  

(5) 故在先爬行至 R(9,0)時可得最小爬行距離為 50(單位)。 

 

12.(1) 正方形的邊長 2 2
6 8 10DC = + =  

(2) 由 ABCD為邊長 10的正方形，故 E點坐標為(5,5)。 



第五章 圓與直線 

602 

 

過 F作DC的垂線交DC於 H。則由母子相似性質，

2

DF DH DC= × 得
36

 3.6
10

DH = = ⇒ 10 3.6 6.4CH = − =  

另由
2

FH DH CH= × =3.6×6.4=23.04⇒ FH =4.8 

故 F點的坐標為(3.6,14.8) 

於是
2 2(5 3.6) (5 14.8) 98 7 2EF = − + − = =  

 

八八八八、、、、教學注意事項教學注意事項教學注意事項教學注意事項：：：： 

1.教學時間分配建議如下：引起動機及活動一需 15分鐘；活動

二 20分鐘，活動三(含指定第一堂課後作業)約需 10分鐘，

活動四約需 10分鐘，活動五約需 30分鐘，活動六(含指定第

二堂課後作業)約需 5分鐘。 

2.不等邊的銳角(即不含正三角形與等腰三角形)，其九點圓的

存在性圖形比較直觀，不致產生過於錯綜複雜或重疊產生少

於九點的四點圓或六點圓或八點圓的情形。 

3.事實上，一般的鈍角三角形也有重心一詞及垂心在形外，在

銳角三角形的重心說明後，也立即加以澄清，雖然也可用變

心法來處裡，惟其圖形可能會太錯綜複雜，不容易被接受，

後來用坐標化後的三角形，其實只要是任何三角形，把最長

邊置放在 x 軸上，圖 10都可適用，加上隨堂練習 6後就可用
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坐標幾何法，說明三角形的三高或其延長線確實會交於一點

H(垂心)。 

4.用動態幾何來呈現四點共圓到六點共圓以至於七點共圓到九

點圓，是好的教學絕佳輔助工具；甚至於圖 6的呈現，用動

態幾何教學是有絕對的需求。 

5.我們初步接觸到可以使用坐標幾何(解析幾何)來解綜合幾

何。它們的角色其實是很清楚，綜合幾何重於「發現」現象，

而解說起來卻頗具難度，轉而求助坐標幾何的工具，就正如

有人常說1+1 2≠ ，1+1可以是 2,3,4,…100,…產生備增的效

果，它們之間是有互補的功能。 

6.如何解說兩直線互相垂直的充要條件，為其斜率的乘積等於

-1？如圖兩直線 1
L , 2L 均不為水平線或鉛直線，設兩線交於

P(s,t)，取 A(a,b),B(c,d)分別為 1
L 及 2L 上異於 P(s,t)的點。則 1

L

的斜率 1

b t
m

a s

−
=

−
， 2

L 的斜率 2

d t
m

c s

−
=

−
 

1 2 1m m× = − ⇔ 1
b t d t

a s c s

− −
× = −

− −
 

⇔ ( )( ) ( )( )b t d t a s c s− − = − − −  

⇔
2 2

........(1)s t cs as bt dt ac bd+ = + + + − −  

而 1 2
L L⊥ 於 P(s,t) 

  ⇔ APB∆ 為 90APB∠ =
�的直角三角形 
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⇔
2 2 2

AB AP PB= +  

⇔
2 2 2 2 2 2( - ) ( - ) [( - ) ( - ) ] [( - ) ( - ) ]a c b d a s b t c s d t+ = + + +  

  ⇔

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

- 2 - 2

                 - 2 - 2 - 2 - 2

a b c d ac bd

a b s t c d s t as bt cs dt

+ + + =

+ + + + + + +

 

    ⇔
2 22( ) 2( - - )s t cs as bt dt ac bd+ = + + +  

    ⇔
2 2 ..........(2)s t cs as bt dt ac bd+ = + + + − −  

    比較(1)(2)得知其充要條件都一樣，故得知 

    1 2
L L⊥ ⇔ 1 2 1m m× = − 。 

7.在各活動教學進行時，教師應巡堂走動，加強了解學生學習

情形。 

8.在各活動進行時，可隨機指定學生作答，答對時給予言語行動上

的鼓勵，答錯時另指定其他同學作答，再答錯教師應再加強解說。 

9.上完本主題之後，可分組來進行學後心得報告，可大幅提升

學生的學習印象與效果。 

 

九九九九、、、、教學參考資料教學參考資料教學參考資料教學參考資料：：：： 

1.李虎雄、陳昭地等(2002)。高級中學幾何學及教師手冊。台中

市：康熙網路圖書出版。 

2.傅淑婷、曹博盛、陳昭地(2013)，處處多數是等腰三角形。    

陳昭地主編：國民中學數學教材原型 C 冊(主題 3-3)。新

北市：國家教育研究院。 
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3.傅淑婷、曹博盛、陳昭地(2013)，三角形的三心。陳昭地主編：

國民中學數學教材原型 C 冊(主題 3-5)。新北市：國家教

育研究院。 

4.傅淑婷、曹博盛、陳昭地(2013)，平行線與平行截線定理。    

陳昭地主編：國民中學數學教材原型 C 冊(主題 3-4)。新

北市：國家教育研究院。 

5.蘇進發(2013)，平行四邊形。陳昭地主編：國民中學數學教材

原型 C 冊(主題 4-1)。新北市：國家教育研究院。 

6.李政豐(2013)，圓周角與圓內接四邊形。陳昭地主編：國民中

學數學教材原型 C 冊(主題 5-1)。新北市：國家教育研究

院。 

7.傅淑婷、陳昭地(2012)，比與比率(斜率篇)。陳昭地主編：國

民中學數學教材原型 B 冊(主題 3-1)。新北市：國家教育

研究院。 

8. Posamentier, A. S. & Stepelman, J. (1986). Unit 57: Trisecting a 

circle. In A. S. Posamentier, & J. Stepelman (Eds.) Teaching 

Secondary School Mathematics, (2nd ed.) (pp. 309-310). 

Columbus, OH：Merrill.  

9. Posamentier, A. S. & Stepelman, J. (1986). Unit 61:.The 

Nine-Point circle. In A. S. Posamentier, & J. Stepelman 

(Eds.) Teaching Secondary School Mathematics, (2nd ed.) 

(pp. 316-317). Columbus, OH：Merrill.  

10. Posamentier, A. S. & Stepelman, J. (1986). Unit 62:.The Euler 
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Line. In A. S. Posamentier, & J. Stepelman (Eds.) Teaching 

Secondary School Mathematics, (2nd ed.) (pp. 344-345). 

Columbus, OH：Merrill.  

11.教師可依學生的需要，提供下列問題選擇課後學生自學或補

充教學補充之用： 

(1) 給定一圓之圓心 O與半徑 r，將此圓分成三等分面積的

區域。 

法(一)：如圖(1)畫出圓心角 120 度的扇形，可將圓等分成三

個圓心角 120 度的扇形。 

 

(1) 

法(二)：三等分區域為小同心圓(半徑
3

r
3

)，及兩圓(半徑

6
r

3
及 r的同心圓)，則小圓與另外兩圓環分別三等

分圓面積，如圖(2)所示。 
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(2) 

法(三)：如圖(3)，直徑 AB的三等分點 E,D，分別以 AE、

BE為直徑作下半圓與上半圓；再分別以 AD、

DB為直徑作下半圓與上半圓，則圓被等分成 

三部份顏色不同的區域。 

 
(3) 

(2) 如何僅限用圓規，找出給定線段的中點。 

解法： 

給定線段 AB  

求作：依規定限用圓規，作出給定線段 AB的中點。 

作法：依下列圖序來進行(義大利數學家 Mascheroni 的作法) 

         ○1 以 B為圓心， AB為半徑畫半圓弧。 
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○2 以 A為圓心， AB為半徑畫弧，交大半圓弧於 D。 

 

○3 以 D為圓心， AB為半徑畫弧，交大半圓弧於 E。 

 

○4 以 E為圓心， AB為半徑畫弧，交大半圓弧於 C。並

以 C為圓心， AC為半徑畫弧 AF，交 BDF 弧於 F。 
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○5 以 F 為圓心，FA長為半徑畫弧交 AB 於 A,M，則 M 為所求。 

 
 

解說(看簡圖 6) 

 

注：CF CA= ， 1= 3∠ ∠ ，FA FM= ， 1= 2 ∠ ∠ ， AFC AMF∆ ∼ ∆ (AA

相似)，   AF AB= ，  2 AC AB= ，故
1 1

     
2 2

AM AF AB= = 。 

12.看本文圖 6可知OH OA OB OC= + +

⇀ ⇀ ⇀ ⇀
  

(James Joseph Sylvester(1814~1897)首先發現) 

解說： 

(1) 延長 'OC

����

，取 'OC

����

上一點 S，使得 'OC

����

= 'SC

����

 

(2) 'OC S

�������

為AB之中垂線，OS與 AB互相垂直平分，故 AOBS

為菱形。 
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圖 6 

(3) OS OA AS= +

⇀ ⇀ ⇀
= OA OB+

⇀ ⇀
，所以

1 1
'

2 2
OC OA OB= +

⇀ ⇀ ⇀
。 

(4) 因為 OGC HGC′∆ ∼ ∆ ， 2CH OC′= 又 //CH OC′， 

所以CH OA OB= +

⇀ ⇀ ⇀
。 

(5) OH OC CH= +

⇀ ⇀ ⇀
，所以OH OA OB OC= + +

⇀ ⇀ ⇀ ⇀
。 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

國民中學數學教材原型 C冊 

主 編 者：陳昭地 

作    者：丁斌悅  李政憲  李政豐  陳彥廷  傅淑婷  蘇進發 

（依姓氏筆畫順序排列） 

發 行 人：柯華葳 

出 版 者：國家教育研究院 

編 審 者：數學領域教材原型研發編輯委員會 

主任委員：陳昭地 

副主任委員：謝  堅 

委    員：丁斌悅  吳欣悅  李政憲  李政豐  周筱亭  房昔梅   

張東輝  曹博盛  陳彥廷  傅淑婷  黃幸美  詹婉華   

魏慶雲  蘇進發 

（依姓氏筆畫順序排列） 

編輯小組：丁斌悅  李政憲  李政豐  陳昭地  陳彥廷  曹博盛 

傅淑婷  蘇進發 

（依姓氏筆畫順序排列） 

編輯助理：張淑娟、蔡敏冲 

出版年月：102 年 12 月 

版    次：初版 

電子全文可至國家教育研究院網站 http: //www.naer.edu.tw 免費取用 

 

 

 

 

 

本書經雙向匿名審查通過 

（著作財產權歸教育部所有，請勿侵害） 

國民中學數學教材原型 C 冊 / 陳昭地  主編 

-- 初版 -- 新北市三峽區：國家教育研究院，2013.12 

 

1.數學教育 

2.中小學教育 

3.教材與教法 

非賣品 


	pta_2827_7792261_10048 1 - 複製
	頁面擷取自-pta_2827_7792261_10048-3
	頁面擷取自-pta_2827_7792261_10048
	組合 1
	pta_2827_7792261_10048 221
	pta_2827_7792261_10048 222
	pta_2827_7792261_10048 223
	pta_2827_7792261_10048 224
	pta_2827_7792261_10048 225
	pta_2827_7792261_10048 226
	pta_2827_7792261_10048 227
	pta_2827_7792261_10048 228
	pta_2827_7792261_10048 229
	pta_2827_7792261_10048 230
	pta_2827_7792261_10048 231
	pta_2827_7792261_10048 232
	pta_2827_7792261_10048 233
	pta_2827_7792261_10048 234
	pta_2827_7792261_10048 235
	pta_2827_7792261_10048 236
	pta_2827_7792261_10048 237
	pta_2827_7792261_10048 238
	pta_2827_7792261_10048 239
	pta_2827_7792261_10048 240
	pta_2827_7792261_10048 241
	pta_2827_7792261_10048 242
	pta_2827_7792261_10048 243
	pta_2827_7792261_10048 244
	pta_2827_7792261_10048 245
	pta_2827_7792261_10048 246
	pta_2827_7792261_10048 247
	pta_2827_7792261_10048 248
	pta_2827_7792261_10048 249
	pta_2827_7792261_10048 250
	pta_2827_7792261_10048 251
	pta_2827_7792261_10048 252
	pta_2827_7792261_10048 253
	pta_2827_7792261_10048 254
	pta_2827_7792261_10048 255
	pta_2827_7792261_10048 256
	pta_2827_7792261_10048 257
	pta_2827_7792261_10048 258
	pta_2827_7792261_10048 259
	pta_2827_7792261_10048 260
	pta_2827_7792261_10048 261
	pta_2827_7792261_10048 262
	pta_2827_7792261_10048 263
	pta_2827_7792261_10048 264
	pta_2827_7792261_10048 265
	pta_2827_7792261_10048 266
	pta_2827_7792261_10048 267
	pta_2827_7792261_10048 268
	pta_2827_7792261_10048 269
	pta_2827_7792261_10048 270
	pta_2827_7792261_10048 271
	pta_2827_7792261_10048 272
	pta_2827_7792261_10048 273
	pta_2827_7792261_10048 274
	pta_2827_7792261_10048 275
	pta_2827_7792261_10048 276
	pta_2827_7792261_10048 277
	pta_2827_7792261_10048 278
	pta_2827_7792261_10048 279
	pta_2827_7792261_10048 280
	pta_2827_7792261_10048 281
	pta_2827_7792261_10048 282
	pta_2827_7792261_10048 283
	pta_2827_7792261_10048 284
	pta_2827_7792261_10048 285
	pta_2827_7792261_10048 286
	pta_2827_7792261_10048 287
	pta_2827_7792261_10048 288
	pta_2827_7792261_10048 289
	pta_2827_7792261_10048 290
	pta_2827_7792261_10048 291
	pta_2827_7792261_10048 292
	pta_2827_7792261_10048 293
	pta_2827_7792261_10048 294
	pta_2827_7792261_10048 295
	pta_2827_7792261_10048 296
	pta_2827_7792261_10048 297
	pta_2827_7792261_10048 298
	pta_2827_7792261_10048 299
	pta_2827_7792261_10048 300
	pta_2827_7792261_10048 301
	pta_2827_7792261_10048 302
	pta_2827_7792261_10048 303
	pta_2827_7792261_10048 304
	pta_2827_7792261_10048 305
	pta_2827_7792261_10048 306
	pta_2827_7792261_10048 307
	pta_2827_7792261_10048 308
	pta_2827_7792261_10048 309
	pta_2827_7792261_10048 310
	pta_2827_7792261_10048 311
	pta_2827_7792261_10048 312
	pta_2827_7792261_10048 313
	pta_2827_7792261_10048 314
	pta_2827_7792261_10048 315
	pta_2827_7792261_10048 316
	pta_2827_7792261_10048 317
	pta_2827_7792261_10048 318
	pta_2827_7792261_10048 319
	pta_2827_7792261_10048 320
	pta_2827_7792261_10048 321
	pta_2827_7792261_10048 322
	pta_2827_7792261_10048 323
	pta_2827_7792261_10048 324
	pta_2827_7792261_10048 325
	pta_2827_7792261_10048 326
	pta_2827_7792261_10048 327
	pta_2827_7792261_10048 328
	pta_2827_7792261_10048 329
	pta_2827_7792261_10048 330
	pta_2827_7792261_10048 331
	pta_2827_7792261_10048 332
	pta_2827_7792261_10048 333
	pta_2827_7792261_10048 334
	pta_2827_7792261_10048 335
	pta_2827_7792261_10048 336
	pta_2827_7792261_10048 337
	pta_2827_7792261_10048 338
	pta_2827_7792261_10048 339
	pta_2827_7792261_10048 340
	pta_2827_7792261_10048 341
	pta_2827_7792261_10048 342
	pta_2827_7792261_10048 343
	pta_2827_7792261_10048 344
	pta_2827_7792261_10048 345
	pta_2827_7792261_10048 346
	pta_2827_7792261_10048 347
	pta_2827_7792261_10048 348
	pta_2827_7792261_10048 349
	pta_2827_7792261_10048 350
	pta_2827_7792261_10048 351
	pta_2827_7792261_10048 352
	pta_2827_7792261_10048 353
	pta_2827_7792261_10048 354
	pta_2827_7792261_10048 355
	pta_2827_7792261_10048 356
	pta_2827_7792261_10048 357
	pta_2827_7792261_10048 358
	pta_2827_7792261_10048 359
	pta_2827_7792261_10048 360
	pta_2827_7792261_10048 361
	pta_2827_7792261_10048 362
	pta_2827_7792261_10048 363
	pta_2827_7792261_10048 364
	pta_2827_7792261_10048 365
	pta_2827_7792261_10048 366
	pta_2827_7792261_10048 367
	pta_2827_7792261_10048 368
	pta_2827_7792261_10048 369
	pta_2827_7792261_10048 370
	pta_2827_7792261_10048 371
	pta_2827_7792261_10048 372
	pta_2827_7792261_10048 373
	pta_2827_7792261_10048 374
	pta_2827_7792261_10048 375
	pta_2827_7792261_10048 376
	pta_2827_7792261_10048 377
	pta_2827_7792261_10048 378
	pta_2827_7792261_10048 379
	pta_2827_7792261_10048 380
	pta_2827_7792261_10048 381
	pta_2827_7792261_10048 382
	pta_2827_7792261_10048 383
	pta_2827_7792261_10048 384
	pta_2827_7792261_10048 385
	pta_2827_7792261_10048 386
	pta_2827_7792261_10048 387
	pta_2827_7792261_10048 388
	pta_2827_7792261_10048 389
	pta_2827_7792261_10048 390
	pta_2827_7792261_10048 391
	pta_2827_7792261_10048 392
	pta_2827_7792261_10048 393
	pta_2827_7792261_10048 394
	pta_2827_7792261_10048 395
	pta_2827_7792261_10048 396
	pta_2827_7792261_10048 397
	pta_2827_7792261_10048 398
	pta_2827_7792261_10048 399
	pta_2827_7792261_10048 400
	pta_2827_7792261_10048 401
	pta_2827_7792261_10048 402
	pta_2827_7792261_10048 403
	pta_2827_7792261_10048 404
	pta_2827_7792261_10048 405
	pta_2827_7792261_10048 406
	pta_2827_7792261_10048 407
	pta_2827_7792261_10048 408
	pta_2827_7792261_10048 409
	pta_2827_7792261_10048 410
	pta_2827_7792261_10048 411
	pta_2827_7792261_10048 412
	pta_2827_7792261_10048 413
	pta_2827_7792261_10048 414
	pta_2827_7792261_10048 415
	pta_2827_7792261_10048 416
	pta_2827_7792261_10048 417
	pta_2827_7792261_10048 418
	pta_2827_7792261_10048 419
	pta_2827_7792261_10048 420
	pta_2827_7792261_10048 421
	pta_2827_7792261_10048 422
	pta_2827_7792261_10048 423
	pta_2827_7792261_10048 424
	pta_2827_7792261_10048 425
	pta_2827_7792261_10048 426
	pta_2827_7792261_10048 427
	pta_2827_7792261_10048 428
	pta_2827_7792261_10048 429
	pta_2827_7792261_10048 430
	pta_2827_7792261_10048 431
	pta_2827_7792261_10048 432
	pta_2827_7792261_10048 433
	pta_2827_7792261_10048 434
	pta_2827_7792261_10048 435
	pta_2827_7792261_10048 436
	pta_2827_7792261_10048 437
	pta_2827_7792261_10048 438
	pta_2827_7792261_10048 439
	pta_2827_7792261_10048 440
	pta_2827_7792261_10048 441
	pta_2827_7792261_10048 442
	pta_2827_7792261_10048 443
	pta_2827_7792261_10048 444
	pta_2827_7792261_10048 445
	pta_2827_7792261_10048 446
	pta_2827_7792261_10048 447
	pta_2827_7792261_10048 448
	pta_2827_7792261_10048 449
	pta_2827_7792261_10048 450
	pta_2827_7792261_10048 451
	pta_2827_7792261_10048 452
	pta_2827_7792261_10048 453
	pta_2827_7792261_10048 454
	pta_2827_7792261_10048 455
	pta_2827_7792261_10048 456
	pta_2827_7792261_10048 457
	pta_2827_7792261_10048 458
	pta_2827_7792261_10048 459
	pta_2827_7792261_10048 460
	pta_2827_7792261_10048 461
	pta_2827_7792261_10048 462
	pta_2827_7792261_10048 463
	pta_2827_7792261_10048 464
	pta_2827_7792261_10048 465
	pta_2827_7792261_10048 466
	pta_2827_7792261_10048 467
	pta_2827_7792261_10048 468
	pta_2827_7792261_10048 469
	pta_2827_7792261_10048 470
	pta_2827_7792261_10048 471
	pta_2827_7792261_10048 472
	pta_2827_7792261_10048 473
	pta_2827_7792261_10048 474
	pta_2827_7792261_10048 475
	pta_2827_7792261_10048 476
	pta_2827_7792261_10048 477
	pta_2827_7792261_10048 478
	pta_2827_7792261_10048 479
	pta_2827_7792261_10048 480
	pta_2827_7792261_10048 481
	pta_2827_7792261_10048 482
	pta_2827_7792261_10048 483
	pta_2827_7792261_10048 484
	pta_2827_7792261_10048 485
	pta_2827_7792261_10048 486
	pta_2827_7792261_10048 487
	pta_2827_7792261_10048 488
	pta_2827_7792261_10048 489
	pta_2827_7792261_10048 490
	pta_2827_7792261_10048 491
	pta_2827_7792261_10048 492
	pta_2827_7792261_10048 493
	pta_2827_7792261_10048 494
	pta_2827_7792261_10048 495
	pta_2827_7792261_10048 496
	pta_2827_7792261_10048 497
	pta_2827_7792261_10048 498
	pta_2827_7792261_10048 499
	pta_2827_7792261_10048 500
	pta_2827_7792261_10048 501
	pta_2827_7792261_10048 502
	pta_2827_7792261_10048 503
	pta_2827_7792261_10048 504
	pta_2827_7792261_10048 505
	pta_2827_7792261_10048 506
	pta_2827_7792261_10048 507
	pta_2827_7792261_10048 508
	pta_2827_7792261_10048 509
	pta_2827_7792261_10048 510
	pta_2827_7792261_10048 511
	pta_2827_7792261_10048 512
	pta_2827_7792261_10048 513
	pta_2827_7792261_10048 514
	pta_2827_7792261_10048 515
	pta_2827_7792261_10048 516
	pta_2827_7792261_10048 517
	pta_2827_7792261_10048 518
	pta_2827_7792261_10048 519
	pta_2827_7792261_10048 520
	pta_2827_7792261_10048 521
	pta_2827_7792261_10048 522
	pta_2827_7792261_10048 523
	pta_2827_7792261_10048 524
	pta_2827_7792261_10048 525
	pta_2827_7792261_10048 526
	pta_2827_7792261_10048 527
	pta_2827_7792261_10048 528
	pta_2827_7792261_10048 529
	pta_2827_7792261_10048 530
	pta_2827_7792261_10048 531
	pta_2827_7792261_10048 532
	pta_2827_7792261_10048 533
	pta_2827_7792261_10048 534
	pta_2827_7792261_10048 535
	pta_2827_7792261_10048 536
	pta_2827_7792261_10048 537
	pta_2827_7792261_10048 538
	pta_2827_7792261_10048 539
	pta_2827_7792261_10048 540
	pta_2827_7792261_10048 541
	pta_2827_7792261_10048 542
	pta_2827_7792261_10048 543
	pta_2827_7792261_10048 544
	pta_2827_7792261_10048 545
	pta_2827_7792261_10048 546
	pta_2827_7792261_10048 547
	pta_2827_7792261_10048 548
	pta_2827_7792261_10048 549
	pta_2827_7792261_10048 550
	pta_2827_7792261_10048 551
	pta_2827_7792261_10048 552
	pta_2827_7792261_10048 553
	pta_2827_7792261_10048 554
	pta_2827_7792261_10048 555
	pta_2827_7792261_10048 556
	pta_2827_7792261_10048 557
	pta_2827_7792261_10048 558
	pta_2827_7792261_10048 559
	pta_2827_7792261_10048 560
	pta_2827_7792261_10048 561
	pta_2827_7792261_10048 562
	pta_2827_7792261_10048 563
	pta_2827_7792261_10048 564
	pta_2827_7792261_10048 565
	pta_2827_7792261_10048 566
	pta_2827_7792261_10048 567
	pta_2827_7792261_10048 568
	pta_2827_7792261_10048 569
	pta_2827_7792261_10048 570
	pta_2827_7792261_10048 571
	pta_2827_7792261_10048 572
	pta_2827_7792261_10048 573
	pta_2827_7792261_10048 574
	pta_2827_7792261_10048 575
	pta_2827_7792261_10048 576
	pta_2827_7792261_10048 577
	pta_2827_7792261_10048 578
	pta_2827_7792261_10048 579
	pta_2827_7792261_10048 580
	pta_2827_7792261_10048 581
	pta_2827_7792261_10048 582
	pta_2827_7792261_10048 583
	pta_2827_7792261_10048 584
	pta_2827_7792261_10048 585
	pta_2827_7792261_10048 586
	pta_2827_7792261_10048 587
	pta_2827_7792261_10048 588
	pta_2827_7792261_10048 589
	pta_2827_7792261_10048 590
	pta_2827_7792261_10048 591
	pta_2827_7792261_10048 592
	pta_2827_7792261_10048 593
	pta_2827_7792261_10048 594
	pta_2827_7792261_10048 595
	pta_2827_7792261_10048 596
	pta_2827_7792261_10048 597
	pta_2827_7792261_10048 598
	pta_2827_7792261_10048 599
	pta_2827_7792261_10048 600
	pta_2827_7792261_10048 601
	pta_2827_7792261_10048 602
	pta_2827_7792261_10048 603
	pta_2827_7792261_10048 604
	pta_2827_7792261_10048 605
	pta_2827_7792261_10048 606
	pta_2827_7792261_10048 607
	pta_2827_7792261_10048 608
	pta_2827_7792261_10048 609
	pta_2827_7792261_10048 610
	pta_2827_7792261_10048 611
	pta_2827_7792261_10048 612
	pta_2827_7792261_10048 613
	pta_2827_7792261_10048 614
	pta_2827_7792261_10048 615
	pta_2827_7792261_10048 616
	pta_2827_7792261_10048 617
	pta_2827_7792261_10048 618
	pta_2827_7792261_10048 619


