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數學素養導向的任務設計與教學實踐 
──以發展學童的數學論證為例 

 
林碧珍1  鄭章華2  陳姿靜3 

 

本文旨在提供國小階段十二年國教素養導向任務設計與教學實踐之範

例，作為教科書編撰者落實到數學教材設計之參考，並協助教師瞭解

課堂中數學素養培養的作法。本文首先探討素養內涵中數學論證的意

義與重要性；其次，以數學論證為教學目標及以四年級「認識各種三

角形及其性質」為教學脈絡，設計數學臆測任務，來詮釋從官方到書

面課程的轉化；並以教師在課堂中的教學實踐說明從書面到實踐課程

的轉化。本文提出數學臆測是培養素養內涵中數學論證的途徑之一。

數學臆測能幫助學童建立較嚴謹的數學知識，能引出一叢相關的數學

性質或概念，能培養學童提出證據以取信他人，以及能舉出反駁的例

子或證據推翻他人的觀點之民主素養。本文於文末提供建議給教科書

編撰參考。 
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Mathematical Argumentation 
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This paper provides an exemplar for textbook writers and teachers to design 
tasks for mathematical literacy and implementing them into classrooms. Mathe-
matical literacy is the kernel focus of  the current innovations of  12-year com-
pulsory education. This paper begins by briefly introducing the significance and 
the meaning of  mathematical argumentation. Then, a task design for conjectur-
ing integrated into mathematics content with recognizing various triangles and 
its properties as an example to illustrate the meaning of  transforming intended 
curriculum into written curriculum. It is suggested that mathematical conjectur-
ing is an approach to evoke mathematical argumentation as one aspect of  
mathematical literacy. Mathematical conjecturing is an approach for illustrating 
mathematics as a language and mathematics as scientific pattern. Mathematical 
conjecturing has a power of  construing a series of  connected mathematics 
properties or mathematics concepts as an approach to enhancing mathematical 
literacy. Moreover, mathematics as a language and mathematics as a pattern of  
science are achieved via conjecturing. Students convince others via warrants and 
reject the arguments of  others using rebuttals or they support others’ arguments 
via warrants or backing. This paper concludes with remarks for mathematical 
textbooks for textbook editors and teachers. 
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壹、緒論 

2014 年 11 月 28 日由教育部公布十二年國民基本教育（以下簡稱十

二年國教）課程綱要總綱，將於 2018 年起開始逐年實施，是我國教育自

九年一貫課程實施以來的一大變革。十二年國教課程總綱提出了「成就

每一個孩子──適性揚才、終身學習」的課程願景及「自發、互動、共

好」的核心理念，強調學童是主動的學習者（十二年國民基本教育課程

綱要總綱，2014）。為落實理念與目標，將以「核心素養」做為課程發展

之主軸，以利於達成各年級階段間的連貫以及各領域間的統整。 

十二年國教以核心素養（key competency）為主軸，呼應了世界其他

國家教育改革的理念，例如歐盟及經濟合作與發展組織（European 

Commission, 2007; The Organization for Economic Co-Operation and De-

velopment [OECD], 2005）。核心素養強調要為下一代的進階學習與職涯

發展做好準備，促成社會的良好運作以及個人人生目標的實現。核心素

養也強調學習不再僅以學科知識及技能為限，而更應關注學習與生活的

結合，透過實踐力行而彰顯學習者的全人發展。 

十二年國教課程強調的核心素養不同於以往九年一貫課程強調的

基本能力。十二年國教著重以人為本的全人教育（蔡清田、陳延興，

2013），三大面向的核心素養：「自主行動」、「溝通互動」與「社會參與」

強調培養有能力、有意願進行終身學習的學習者，能解決生活情境中所

遇到的問題，並能因應社會與時代變遷而不斷自我精進（國家教育研究

院，2014a）。其課程發展的想法是藉由各領域的學習共同成就核心素養

的培養，不像九年一貫課程每個學習領域都要承擔十大能力發展的任

務。那麼，究竟要（1）如何轉化十二年國教數學素養培養的理念於教

學設計？（2）如何轉化十二年國教數學素養培養的理念於教學實踐？

成為本文的待答問題。 
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當今強調核心素養的十二年國教課程即將上路，為了落實十二年國

教的理念，不僅和以往的課程改革一樣，須要考慮不同層級課程轉化的

問題，而且還須要關注這次的課程改革是嶄新的作為，沒有過去的案例

可循。是故，本文是以數學領域為例，提供國小階段數學素養導向的教

材設計及教學範例，探究如何把十二年國教數學核心素養培養的理念具

體落實到教材發展，以及如何進行素養導向的教學，以幫助中小學教師

認識十二年國教數學課程，並提供教科書編寫者的參考。 

貳、文獻探討 

一、數學領域核心素養從官方課程到書面課程及實踐

課程的轉化 

雖然十二年國教的理念符合國際教育改革趨勢與研究證據所支持

（蔡清田、陳延興，2013），然而，從以往教育改革的經驗可以得知，課

程轉化是課程改革成敗的關鍵。如何將學習內容轉化到教科書作為教師

教學和學童學習的參考依據呢？這個轉化過程就是官方課程轉化至書

面課程（written curriculum）。由於我國中小學教師相當依賴教科書進行

教學（林碧珍、蔡文煥，2006），故十二年國教課程理念與目標若能藉由

教科書設計來傳達，教科書將成為課程改革的有力推手；反之，若教科

書傳遞的教育內涵和課程理念與目標背道而馳時，則教科書極可能成為

課程理念轉化的重大阻礙（張芬芬、陳麗華、楊國楊，2010）。因此，為

使十二年國教課程綱要的官方課程順利轉化至教材及教學現場，教育部

補助相關計畫正在如火如荼的展開。課程轉化的相關文件提出了一些原

則及建議，諸如：教育部在《十二年國民基本教育課程發展建議書》提

出素養的培養必須適當地結合「情境學習」、「專題導向」及「生活實踐」

教學整合到相關教材（國家教育研究院，2014b）；在數學領域素養的培

養，李國偉、黃文璋、楊德清與劉柏宏（2013）進一步建議數學教學內
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容可以做模組化設計，讓教師與學童可根據教學或學習的需求，自行增

添或選擇數學內容，但這些都只是原則性的建議與參考。目前，國家教

育研究院課程及教學研究中心正在進行三年期的總計畫「十二年國民基

本教育領域教材與教學模組研發模式之研究」，研發數學、自然科學、

語文、生活課程等領域的教材與教學模組，至本文撰稿前，與數學素養

相關教材與教學模組尚未在坊間看到。 

因此，本文是依循數學領域核心素養中有關認識三角形及其性質的

學習內容，設計與實踐國小階段數學素養導向的教學，以提供給教科書

編輯群設計教材的參考。此處教學設計是涉及官方課程轉化到書面課

程，而教學實踐是涉及書面課程轉化到實踐課程。由於本文目的在於提

供有關數學素養導向的教材設計與教學實踐的範例，故所採用的數學素

養內涵是依據十二年國教課程綱要數學領域的界定。本文除了對數學素

養的內涵加以闡釋之外，不再針對國內外有關核心素養的文獻在內涵、

意義及其相關研究進行評析與探討。 

二、數學素養的內涵 

受到 TIMSS、PISA 等國際性有關數學成就或數學素養評比研究的

影響，數學素養的培養成為許多國家近期數學課程改革的目標，例如：

丹麥、荷蘭、德國、法國、美國、英國、日本、韓國、新加坡。美國《共

同州立核心標準》（Common Core State Standards Initiative, 2010）的目標

是為學童的大學與職場生涯做準備。此標準除了數學內容標準還包含數

學實踐標準（Standards for Mathematical Practice），數學實踐標準旨在協

助落實數學內容標準，描述數學教育專業人員應該積極協助學童發展的

專門知識與能力（expertise），這些專門知識與能力包含數學教育最重要

的過程與精熟能力（processes and proficiencies），是數學素養的內涵。數

學實踐標準有八項，其中第三項（MP3）的內容強調培養學童建構合理

的論述並能批判他人的論點。這個實踐標準可以更進一步解釋為：一位
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具有數學素養的學童能瞭解並使用假設、定義、及學過的數學概念來建

立數學論證，也能從觀察資料中提出猜測，並利用各種不同的推理類型

來驗證猜測（National Governors Association Center for Best Practices, 

Council of  Chief  State School Officers [NGA Center & CCSSO], 2010）。此實

踐標準也呼籲要培養不同年級的學童能傾聽或讀懂他人的論述，並能判

斷哪一個論述較為合理，並要能提問來釐清或修正不合理的論述。 

英國 2013 年新制訂的國家數學課程，也以數學素養為目標，藉由高

品質的數學教育，提供方法讓學童認識世界（如日常生活、科學評析、

科技與工程、財金素養及大多數的職業相關議題）、利用數學進行推理、

欣賞數學的美與威力（power）、對數學能有愉悅感與好奇心（Department 

for Education, 2013a, 2013b）。此課程標準目標之一是期望學童能藉由探

究、臆測，提出數學性質，並用數學語言描述論述，並驗證或證明此論

述。 

為了呼應國際趨勢，我國十二年國教的數學領域課程，提出以數學

素養為目標。數學素養的培養，除了讓學童具備與自己相關的生活、社

會、職業和科學所需的數學知能之外，也能為學童未來高等教育與職場

生涯之所需的知能做準備。在林福來、單維彰、李源順與鄭章華（2013）

的前導研究中是以「知」、「行」、「識」三者的滾動及衍化來詮釋國民基

本數學素養的內涵。「知」就是「學什麼」或者「是什麼」，指的是數學

內容；數學內容包括數學素養所強調的改變與關係、空間與形狀、數量、

不確定性和資料；數學的本質就是一種規律的科學，是一種符號科學，

有其規律性的美感，因此在數學內容的「知」方面，可以培養對數學激

賞（admirable）之美及數學愉悅（enjoyable）之美。「行」就是「怎麼做」

或者「怎麼用」，指的是學童所能展現出來的數學能力，包括程序執行、

解題、溝通、論證及解題的各種歷程，諸如：蒐集、觀察、分類、臆測、

檢驗、推演、驗證、論證等。「識」就是「為什麼」、「你認為」，指的是

對數學的內在認知與情意涵養，內在認知包括概念理解、推理、連結、
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及解題的各種方法，諸如：歸納、演繹、推理、推論、類比、分析、轉

化、一般化、特殊化、模型化、系統化、監控等後設認知；情意涵養如

欣賞數學的美。 

李國偉等人（2013：21）參考了國內外文獻，如 PISA 的數學素養，

提出數學素養的定義與內涵，數學素養的內涵包含：個人的數學能力與

態度，使其在學習、生活、與職業生涯的情境脈絡中面臨問題時，能辨

識問題與數學的關聯，從而根據數學知識、運用數學技能、並藉由適當

工具與資訊，去描述、模擬、解釋與預測各種現象，發揮數學思維方式

的特長，做出理性反思與判斷，並在解決問題的歷程中，能有效地與他

人溝通觀點。該定義呼應十二年國教總綱核心素養「自主行動」面向中

的「身心素質與自我精進」、「系統思考與解決問題」、「規劃執行與創新

應變」三項；該定義除了強調活用基本數學知識來解決日常生活中的問

題之外，也提出數位工具在問題解決過程中的重要性，這呼應「溝通互

動」面向中的「符號運用與溝通表達」、「科技資訊與媒體素養」項目。

他們建議融入數學文化的相關素材，不僅讓學童認知到數學對於人類歷

史的貢獻，也能欣賞數學的美與和諧性，這呼應了「溝通互動」面向中

「藝術涵養與美感素養」項目。該定義強調邏輯、抽象以及創新思維與

能力的培養，數學素養對於培養能理性反思、做出合理判斷，並能有效

與他人或群體有效溝通觀點公民的重要性，具體落實「社會參與」面向

之核心素養。 

基於以上有關數學素養內涵的分析，其內涵包羅萬象，其「知」、

「行」、「識」三面向交織夾雜在一起、不像數學概念一樣，透過一、兩

個活教學活動設計即可達成的，而是需要長時間來培養。然而，雖說數

學素養的內涵相互交織在一起，但仍可對其每一向度抽絲剝繭，一點一

滴長時間的累積培養。就如前面文獻所言，英國的課程強調須要培養學

童能藉由探究、臆測，提出數學性質，並用數學語言描述論述，並驗證

或證明此論述。美國的課程實踐標準也強調要培養各個不同年級的學
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童，能傾聽或讀懂他人的論述，並能判斷哪一個論述較為合理，並要能

提問來釐清或修正不合理的論述。李國偉等人（2013）也強調數培養學

童能理性反思、做出合理判斷，並能有效與他人或群體有效溝通觀點的

重要性。這些文件共同指出論證的教學為「培養學童藉由探究、臆測，

提出數學性質，並用數學語言描述論述，能傾聽或讀懂他人的論述，並

能以理性做出合理的判斷，並加以驗證或證明此論述」的重要性。簡而

言之，在數學課堂中培養學童論證，將會是 21 世紀世界許多國家中要

培養學童數學素養的重要內涵之一。因此本文要提供數學素養導向的教

學設計與實踐的範例，其目標是在培養學童數學素養內涵之一：數學論

證。 

三、從數學臆測培養數學素養內涵中數學論證的意義

與重要性 

除了上述為符應數學教育發展趨勢外，亦可從數學本質觀點論述數

學論證的重要性。其重要性可以從其定義中略知。不同學者對數學論證

持有不同的意義，也因此對數學論證、數學推理、數學證明三者的關係

也有不同的主張。但其共通點為：論證是支持或反對一個命題或意見的

理由，它可以是語言文字、數字資料或圖畫的形式。例如：Toulmin（1958）

將論證解釋為從已知資料推演到結論的過程，是用來支持結論的證據，

這些證據可能是一些推理規則或數學原理或定理，但不一定是演繹的。

Douek（1999）將證明視為是論證的一種；Krummheuer（2007）認為證

明通常是屬於個人的數學活動，但數學論證是一種社會化過程，所以論

證不被視為是用來促進或阻礙證明的學習，而是被視為數學學習的本

質。林碧珍（2015）對數學論證定義是學童在數學臆測活動下，從建立

並觀察及組織資料、發現關係並提出猜想、驗證猜想、猜想一般化、到

證明一般化的過程。在這過程中，學童有機會從有限例中推演到一般化

過程，進行歸納推理，並在證明一般化的階段，有機會利用演繹推理來
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證明一般化。因此本文所界定的數學論證是在課堂中進行數學臆測教學

活動脈絡下產生的，故它是在數學臆測中發生的；在臆測過程中，從建

立資料、建立證據作為形成論述或檢驗論述的證據或依據，以支持結論

的過程。因此本文所提供的範例中學童所展現的證明和推理是在數學論

證中發生，數學論證活動涉及證明與反駁，對發展學童的數學思維具有

重要的意義。  

本文所提供數學素養導向的教學設計與實踐的範例，
1
是在數學臆測

活動教學脈絡下，發展學童的數學論證。為何發展學童的數學論證是在

數學臆測活動的教學脈絡下進行？理由有二：第一個理由是數學臆測在

數學知識的形成扮演著重要的角色，數學知識是經過一個數學臆測的歷

程「猜測─檢驗─反駁─再猜測─再檢驗─證明的遞迴歷程」而產生的

（Lakatos, 1976）。其中證明是運用數學定義、定理、或性質對原猜想加

以驗證，而反駁是用反例來推翻原猜想。數學知識在不斷地驗證與反駁

的修正過程中，因而使得所提出的猜想內容朝向更精煉、更穩固的結論。 

第二個理由是因為數學論證發生在數學臆測的歷程中。林碧珍

（2015）依據 Cañadas 與 Castro（2005）所提出的從有限例歸納的數學臆

測類型，提出數學臆測與數學論證兩者所存在的密切關係如下：（一）

數學臆測的造例和組織例子階段分別是建立數學論證的基本元素──

「建立資料」及「建立證據」，這兩個元素是為了形成論述及檢驗論述

而作準備。（二）數學臆測的發現關係和形成猜想，是成為數學論證的

「主張或結論」元素。（三）數學臆測的檢驗、驗證、證明，成為數學

論證「提出論證依據」元素；檢驗猜想是依據建立的資料來說服他人相

信自己的論述，驗證是找其他例子來支持自己提出的論述，此時反駁可

能在這當中發生；反之，若是提出的論述得到更多例子的支持，則增加

了此論述的可信度。證明是再進一步效化驗證過的論述，因此經過證明

                                                                                                                    
1 本範例是取自本文第一作者執行的科技部科教發展與國際合作司補助的「國小在職教
師設計數學臆測活動的專業成長研究」（NSC 100-2511-S-134-006-MY3）研發的數學臆測
任務之一。 
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後的結論不僅成為大家可接受的公共數學知識或數學性質而且是具有

嚴謹性的。值得注意的是，論證不一定是中學階段所學的形式證明，如

前所述，它可以是語言文字、數字資料或圖畫的表徵，不限於使用從前

提推論出命題的演繹法。小學階段論證的學習雖然很重要，然而在現行

九年一貫課程中卻沒受到應有的重視（林福來等人，2013）。 

參、研究方法與設計 

一、數學素養導向的任務設計 

（一）數學臆測融入國小四年級「認識三角形及其性質」的理由 

本文選擇國小四年級「三角形的認識與性質」的學習內容，其教學

目標為：透過數學臆測認識各種三角形（直角三角形、銳角三角形、鈍

角三角形、及等腰直角三角形）及其性質。融入數學臆測於此單元的教

學設計與實踐，是因為它是本文第一作者過去三年期間協助教師尋找教

科書中可以融入數學臆測的內容，每年設計並實踐 15 個數學臆測活動

中的一個活動。選擇「認識三角形及其性質」為教學脈絡，還有其他五

個理由：（1）以一個數學臆測任務可以達成教科書有關「認識各種三角

形及其性質」的所有教學目標；（2）「認識三角形與性質」是九年一貫

課程亦是十二年國教課程數學領域學習的內容；（3）此臆測任務是取代

課本的活動，非外加的課程；（4）此數學臆測任務設計已在四年級的三

個班級實踐；（5）本文的目的主要在於分享一個數學臆測活動能引動出

學童數學論證的任務設計與教學實例。 

（二）數學臆測任務設計原則 

數學任務對數學學習扮演重要的角色（Stein & Lane, 1996）。並非所

有任務都能通往數學臆測，例如，只要套公式即可求解的數學任務，並
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不會產生數學臆測的需求，因此選擇及設計適當的數學臆測任務顯得格

外重要。依據 Cañadas、Deulofeu、Figueiras、Reid 與 Yevdokimov（2007）

提出臆測有五種類型，在小學階段比較普遍的數學臆測類型是從有限例

歸納進行臆測（林碧珍，2015）；它形成七個階段的認知歷程為：（1）觀

察例子；（2）組織例子；（3）尋找規律；（4）形成猜想；（5）驗證猜想；

（6）猜想一般化；及（7）證明一般化。也就是，學童在面對任務時，

第一階段需要先從所給定的一、兩個例子開始觀察；第二階段有系統地

將這些例子組織起來；第三階段從組織的資料中尋找規律性，使所發現

的規律也可以適用在其他沒有列出來的例子中。第四階段形成猜想，是

依據所發現的規律提出猜想，使得此猜想適用在更多的例子，但是對此

猜想仍然存疑或不確定該猜想是否恆真。第五階段效化猜想，是再以更

多其他或不同類型的例子驗證此猜想是否正確，但此時所提出的猜想還

未推廣到一般化。第六階段是將所提出的猜想推廣到一般化，這個階段

的猜想是要排除存疑或不確定的情況，使猜想成為恆可接受的數學性

質。第七階段是證明一般化，以演繹推理證明此一般化，以取信他人，

而成為大家可接受的公共數學知識。 

若要讓學童有機會學習數學臆測歷程的這七個階段，則數學任務要

有目的性地設計，使得任務本身需要具有這些階段的特性。為達成此目

標，本文所提供的範例將依據 Cañadas 等人（2007）提出的七個臆測認

知歷程，並考慮讓學童能藉由參與而獲得深刻的經驗，因此在任務最開

頭時增加了造例的階段，特別鼓勵由學童造例；將造出的例子組織並觀

察，合併為第一階段。將尋找規律及形成猜想階段合併為形成猜想，因

此將七個認知歷程修正為五個階段的數學臆測任務設計原則：（1）造

例、彙整、組織例子：先由學童個別、小組或教師造例，再彙整、組織

例子。（2）發現關係並提出猜想：組織例子之後，從這些已知的例子尋

找規律，發現關係，進而提出暫行性猜想。（3）驗證猜想：要提出更多

例子擴大驗證先前提出的暫時性猜想是否仍然有效。（4）猜想的一般
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化：從先前有限的例子，擴大到所有的例子，使所提出的猜想都成立，

因此有時需要排除存疑或不確定的情況，限制條件或範圍，使猜想成為

恆真的數學命題。（5）證明一般化：將猜想一般化後，透過各種證明的

方法來證實此一般化，以取信他人，這個一般化經證明後即成為公共的

數學性質。 

（三）數學臆測融入「認識三角形及其性質」的任務設計 

為了能增加數學臆測每一階段的豐富性，從造例開始到提出猜想，

最後能順利通往得到結論；在設計臆測任務時，特別考量教室的活動型

態，是個人、還是小組或全班活動。例如，若只由單一例子比由多個例

子來發現關係在難度上較高，且由單一個例子比由多個例子觀察所發現

的關係，其可靠度較低。故在設計數學臆測任務時，除了依據上述數學

臆測的五個階段作為任務設計的原則外，亦同時考量教學實踐的活動型

態。 

因此本範例依據教學目標：「透過數學臆測以邊、角認識各種三角

形及其性質，並培養學童的論證能力」。將活動設計為三節課，如表 1。  

 
表 1  認識三角形及其性質的臆測與論證教學活設計 

節數／ 
教學目標 

內容 
數學臆測五

個階段 
活動

型態 

第一節課教

學目標：各種

三角形的認

識 

1.每組發下 30 根扣條（五種顏色，每種顏色

6 條）。每人用扣條做出 2 個三角形。 造例 個人 

2.觀察這 8 個三角形，想一想，你們會怎麼分

類？完成小組工作單，並將三角形貼在工作

單中。 

彙整、組織、

尋找規律、發

現關係、提出

小組猜想 

小組 

（續） 
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表 1  認識三角形及其性質的臆測與論證教學活設計（續） 
節數／ 
教學目標 

內容 
數學臆測五

個階段 
活動

型態 

第一節課教

學目標：各種

三角形的認

識 

3.比較各組分類的理由，有什麼不同的方式？

（1）第○組組成三角形邊的扣條顏色有哪些

方式？ 
（2）三角形中扣條的顏色和三角形的邊有什

麼關係？  
（3）怎麼幫這三種類型的三角形命名呢？ 
（4）從第○組以角度的分類方式，你發現了什

麼？  
（5）觀察這些以角度的分類，你發現了什麼？

（6）想一想，三角形的三個角會有哪些組成方

式？  
（7）怎麼幫這三種類型的三角形命名呢？ 

觀察關係 
提出全班猜想 

全班 

第二節課教

學目標：透過

臆測活動發

現各類三角

形三內角的

組成形式和

大小關係，並

發展學童的

數學論證 

1.每組發下七個三角形圖卡（已標示角度，相

同邊長以同色表示） 
（1）想一想，要怎麼分類？將分類的圖卡貼在

工作單上，並記錄每個三角形三個角的角

度。 
（2）觀察小組工作單中的「各類三角形」和

「所記錄的角度」，你發現什麼數學想

法？ 
（3）報告個人發現的數學想法，小組互相檢

驗正確性。 
（4）小組發現哪些不同的數學想法？怎麼分

類？ 
（5）觀察各組發現的數學想法，可以怎麼分

類？  
（6）整理全班發現的數學想法，這些想法可以

再分類嗎？ 

彙整、組織 
尋找規律、發

現關係 
提出個人猜想 
提出小組猜想 
提出全班猜想 

個人 
 
 
 

 
 
 

小組 
 

全班 

2. 每組發下一種類型的三角形（包括銳角三角

形、直角三角形、鈍角三角形、等邊三角形、

等腰三角形、不等邊三角形）。 
（1）這個三角形的三個角合起來也是 180度？

（2）所有的三角形內角和都是 180 度嗎？ 
（3）您怎麼證明所有三角形的三個角合起來

也是 180 度？ 
（4）報告個人的想法，組員互相檢驗正確性。

（5）小組發現哪些方法可以證明這個三角形

的三個角合起來是 180 度？ 
（6）請證明直角三角形只有一個直角。 
（7）請證明鈍角三角形只有一個鈍角。 

驗證猜想（三

角 形 內 角 和

180 度） 
猜想一般化 
證明一般化 
檢驗 
證明 
證明 
證明 

小組 
 
 
 

全班 
個人 
小組

全班 
 

（續） 
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表 1  認識三角形及其性質的臆測與論證教學活設計（續） 
節數／ 
教學目標 

內容 
數學臆測五

個階段 
活動

型態 

第三節課教

學目標： 
1. 透過臆測活

動瞭解等腰

三角形的兩

底角相等，並

發展學童的

數學論證 
2.證明正三角

形三內角相

等，且都為 60
度 

1.每組發下 4 種等腰三角形，每人挑選一張。

（1）等腰三角形有兩個相同的角嗎？在哪

裡？ 
（2）報告個人的想法，組員互相檢驗正確性。

（3）所有等腰三角形都有兩個相同的角嗎？

（4）小組發現哪些方法可以證明等腰三角形

有兩個相同的角？ 

驗證猜想 
猜想一般化 
證明一般化 

個人 
小組 
全班 

2.每組發下 4 種等邊三角形，每人挑選一張。

（1）等邊三角形的三個角都相等嗎？為什

麼？ 
（2）報告個人的想法，組員互相檢驗正確性。

（3） 所有等邊三角形的三個角都相等嗎？ 
（4）小組發現哪些方法可以證明等邊三角形

的三個角都相等？ 

驗證猜想 
猜想一般化 
證明一般化 

個人 
小組 
全班 

二、數學臆測融入國小四年級「認識三角形及其性質」

的教學實踐 

四年級有四個班級實踐該任務，每個班級進行教學時，都一起進行

教學觀察。每一個班級教學實踐後進行教師的專業對話討論，所給的意

見或建議成為另一個班級修改任務的依據。因此本文呈現的是該任務最

後修正版在一個班級所進行的教學實踐。該班共有 24 位學生，全班共

分為六組，每組 4 人。由於篇幅所限，本文僅提供第二節和第三節課的

數學臆測教學實踐歷程： 

（一）數學臆測教學階段一：造例、彙整及組織例子 

為了能豐富學童同時考慮「以邊和角的關係，認識各種不同三角形」

的經驗，例如等腰三角形可能是直角、銳角、鈍角三種情形，不等邊三

角形有可能是銳角、直角、鈍角三種情形，正三角形有大小不同的情形。

因此第二節課直接由教師提供七個不同的三角形，如圖1，由於個別學

童造例，大都是銳角三角形，在小組內不易產生不同種類的三角形。 
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從六組學童的分類中，發現都是以邊長的屬性來分類這七個三角

形，他們共分為三類：等邊三角形、等腰三角形、不等邊三角形，如圖

2。這樣的分類，很可能是來自於教師設計各類圖形的考量，教師的考

量是為了避免學童花太多時間在測量上，而刻意在這七個三角形中的每

一個相等邊長的邊上描出相同的顏色。

圖 1  教師提供的七個三角形圖卡



124 教科書研究 第九卷 第一期

（二）數學臆測教學階段二：發現關係、提出猜想

當學童分類後，教師先請個別學童觀察小組工作單中的「各類三角

形」和「所記錄的角度」，尋找規律、發現關係，並要求他們提出所發

現的猜想。此時，因學童的程度不同，即使低成就學童所發現的關係很

淺顯表層，或用不精準的語言在描述他們的猜法，但他們卻是很認真地

參與。全班共提出 23 個猜想。 

（三）數學臆測教學階段三：驗證猜想

圖 3 中，學童所提出的 10 個猜想，是藉由觀察有限個例子，因此

圖 2  學童的分類 
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這些猜想有可能是有瑕疵或錯誤的，須要進一步檢驗其正確性，或驗證

其有效性。為了讓學童檢驗其正確性，教師要求學童：「報告個人的想

法，組員互相檢驗正確性」。透過組內同儕相互檢查猜想是否和已知例

子相符合。為了讓學童驗證其有效性，須要再以更多例子來驗證是否仍

然支持原猜想。以驗證「三角形內角和等於 180 度」為例，教師因為擔

心學童無法畫出準確的三角形，沒有讓學童自己畫出新的三角形，而直

接提供給每一組學童一個三角形，六組都是不同種類的三角形（如圖 4）

進行驗證。 

在這些猜想中，教師優先以「三角形內角和等於 180 度」進行驗證，

主要理由是因為其他猜想「直角三角形的兩個比較小的角加起來都等於

90 度」、「銳角三角形有 2 個，三角形的 3 個角都是 60 度」、「鈍角三角

形中鈍角是最大的角」、「等邊三角形的每一個的度數都一樣」、「直三角

形中只可能有一個直角」、「鈍角三角形中只能有一個鈍角」、「有三個相

等的角是銳角三角形」、「等邊三角形都是 60 度」，都可以利用三角形內

角和 180 度來證明。從此可看到，「三角形內角和等於 180 度」性質在四

年級認識三角形這個單元中扮演很重要的角色，若學童能具有此概念，

不僅能幫助學童超越量角器測量的操作性證明，進而提升到較高層次的

演繹證明，而且能幫助學童瞭解三角形其他更多的性質。另一個理由是

學童認為正三角形的三個角相等，可能誤認為三個角為「50、50、50」

就是一個正三角形。若沒有「三角形內角和 180 度」的概念，很難協助

學童釐清此迷思概念。基於上述理由與教學實踐，「三角形內角和等於

180 度」建議可提前至四年級學習。 

（四）數學臆測教學階段四：猜想一般化 

由於學童進行以上的活動都是在有限例子的情況下，都能支持原猜

想，但不確保在所有的三角形，原猜想也成立。因此教師提問「所有的

三角形內角和都是 180 度嗎」？讓學童將原猜想推廣到一般化。 
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與三角形角度有關的猜想 與三角形的邊長有關的猜想

圖 3  全班提出的猜想中與教學目標相關的 10個猜想 

圖 4  教師提供給學童驗證「三角形內角和等於 180度」 
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（五）數學臆測教學階段五：證明一般化 

從數學臆測第一階段開始，進入到證明一般化，目的就是要學童能

使用演繹推理來證明尚未證實的猜想，幫助學童提升到證明的最高層

次。 

1.「所有三角形內角和等於 180 度」的一般化證明 

有關「所有三角形內角和等於 180 度」的一般化證明，在此任務中

教師提問：「小組發現哪些方法可以證明這個三角形的三個角合起來是

180 度」？四年級學童提出的五種不同證明方法。其共同點是將三個內

角拼成一個平角，其不同在於三個內角的來源不同。有的是用同一個三

角形的三個內角，分別取出不同的一個角拼成一個平角，有的是圍繞一

個點描出三個內角而形成平角，有的是將三個內角往內摺，使得三個角

形成一個平角，有的是直角三角形的較小的兩個角拼成直角，但這種證

明方法僅適用在直角三角形。 
2.「所有等腰三角形的兩底角相等」和「所有正三角形三內角相等」的

一般化證明 

有關「所有等腰三角形的兩底角相等」和「所有正三角形三內角相

等」的一般化證明，教師先分別提供給學童每組四張大小不同的等腰三

角形，每人各一張，如圖 5，和四張大小不同的等邊三角形之後，每人

各一張，如圖 6，再向學童提問：「小組發現哪些方法可以證明等腰三角

形有兩個相同的角」？ 

從教學觀察發現，透過數學臆測活動幫助四年級學童在證明「等腰

三角形兩底角相等」或「正三角形三個角相等」時，學童可以主動地使

用摺的方法來證明，並類推到「正三角形三個角相等」的證明，以同一

個角分別摺向另外兩個角，此時，學童從「等腰三角形兩底角相等」的

證明發展出類比推理到「正三角形三個角相等」的證明。 
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圖 5  四張大小不同的等腰三角形 

圖 6  四張大小不同的等邊三角形
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肆、討論與分析 

一、數學臆測教學實踐與數學素養中的數學論證發展

之關係 

本範例是依據數學臆測的五個階段「造出和彙整組織例子、發現關

係並提出猜想、驗證猜想、猜想的一般化、證明一般化」設計任務，並

實踐於數學課堂中。實踐後發現數學臆測提供較多機會發展學童數學素

養內涵中的數學論證，這個範例說明了教師如何轉化數學素養於實踐課

程。 

究竟本範例提供的數學臆測教學實踐每一階段與數學素養內涵中

的數學論證的關連性何在？因為數學臆測啟動了數學論證發生，數學臆

測每一階段各自啟動了數學論證的不同元素。數學論證的元素包含：資

料（data）、推論依據或證據（warrant）、主張或結論（claim or conclusion）、

理論支柱（backing）、反駁（rebuttal）及合格者（qualifier）等元素，每

個論證元素都有其獨特的角色與功能，論證是將這些元素串連在一起形

成的歷程。「理論支柱」是不證自明，一般大家公認的事實，「合格者」

是使主張或結論成立的特殊條件（Toulmin, 1958）。 

數學臆測和數學論證兩者的關係，可以解釋為：（一）數學臆測的

第一階段──造例子、組織及彙整例子，是啟動數學論證發生的樞紐，

對應到數學論證的元素──資料，作為提出論述（arguments）的準備；

例如，此範例任務中，第二節課教師提供的七個三角形圖卡，如上述圖

1，就是在發展數學論證元素──資料，以作為下一階段提出猜想的準

備。（二）數學臆測的第二階段──提出猜想，是為了形成論證活動中似

真但還不確定的猜想；是形成數學論證元素──主張或暫時性結論；例

如本範例中，學童依據七個圖卡分類後，觀察關係後，全班提出了 23

個猜想，如「三角形內角和等於 180 度」、「直角三角形的兩個比較小的

角加起來都等於 90 度」、「等邊三角形都是 60 度」等都是學童尚未證實
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的猜想；（三）數學臆測的第三階段──驗證猜想，是在建立個別、或小

組、或全班提出論證依據來捍衛自己所提出論述，其他學童也可能提出

反駁例子來推翻錯誤的論述，或修正非恆真的論述，將原猜想限制在某

種條件下，成為恆真猜想，所以數學臆測的驗證猜想階段啟動了數學論

證的反駁和合格者兩個元素。（四）數學臆測的第四階段──猜想一般

化，是將前三階段以不甚精準語言描述的猜想，將其修飾為數學性質，

對應到數學論證元素──主張或結論；例如本範例中經一般化後得到的

結論是「任意三角形的三內角和等於 180 度」；最後，（五）數學臆測的

第五階段──證明一般化，將會利用先前發展的資料、論據之數學論證

元素，作為已知的數學知識以演繹推理來證明（ justify）一般化猜想。

此處的證明不是形式演繹的數學證明，而是學童以已知的事實或知識進

行演繹推理或在其他情況都成立的可接受說理，例如，三角形內角和等

於 180 度，學童使用的證明方法很多元，如用一個三角形的三個內角拼

成一個平角、用一個三角形的三個內角內摺形成一個平角、用兩個直角

三角形拼成一個長方形等。 

二、對十二年國教數學教科書編寫之啟示 

本範例分享了數學臆測任務設計和教學實踐，數學臆測提供機會幫

助學童建立較嚴謹的數學知識，一個臆測任務能引出一叢相關的數學概

念；而且所培養的學童是具有能提出證據說理以取信他人、能舉出反駁

的例子或證據推翻他人的觀點之民主素養。由於學童從數學臆測的第一

階段到第四階段一般化，是彌補了教科書對於數學知識發生歷程的嚴謹

性不足，例如：教科書通常僅提供一兩個例子讓學童發現數學關係，此

數學關係並未再經過更多例子到所有情況的一般化的歷程，就要求學童

接受這些尚未證實的數學知識。相反地，數學臆測提供機會讓學童造

例，對學童較有感覺，因此學童會努力地觀察，尋找關係，而能提出各

種不同的猜想。因為這些猜想都是在相同的資料下提出的，所以這些猜
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想彼此互有關連，而像粽子一樣，一叢串在一起。學生在檢驗猜想的過

程中可逐步察覺數學知識間的結構與關係，發展出概念性的理解

（National Council of  Teachers of  Mathematics [NCTM], 2000）。 

是故，教科書應提供學生充分的機會去進行數學論證，提供許多的

例子讓學生去探索，讓學生從活動與觀察中發現數學關係，引導學生走

過數學知識發生的歷程，體會數學是一種探索規律的科學本質。如前所

述，論證是數學素養的重要內涵，其學習應貫串一至十二年級，且不侷

限於特定主題。林福來等人（2013）即建議在十二年國教的數學課程中，

數學論證的學習應從一年級開始，學童可藉由操作活動進行論證，像是

用黑白子配對的活動，論證奇、偶數相加的性質。德國新一波參考 PISA

架構的數學課程改革，指出論證為中小學皆應培養的核心素養（Klieme et 

al., 2004）。也就是說，教科書可在一至十二年級，根據數學臆測任務設

計的五階段原則：「造出例子和彙整及組織例子、觀察關係並提出猜想、

驗證猜想、猜想的一般化、證明一般化」，編排學習任務，培養學生論

證的核心素養。 

再者，教科書的教師手冊應提供論證教學的相關建議。現行數學教

師手冊大多數僅止於提供教師關於教材的補充說明，較少提供特定單元

的教學方法。許多數學教師仍習慣於以教師為中心的講述式教學，較少

接觸以學生為中心的論證教學。既然論證教學對於數學素養之培養有其

重要性，當教科書呈現相關的教學內容或任務時，應於教師手冊說明教

學方法與呈現學生可能的想法。以本文所提之五階段教學原則為例，教

師手冊可針對教科書的論證任務解釋所運用的原則為何，建議教師運用

高層次的提問來引出學生的論據（例如：這對於所有的例子皆成立

嗎？）、鼓勵同儕之間的說理（例如：其他同學對於這個答案有沒有不

同的解釋？）或是促進課堂學習參與（例如：可否給我舉個例子？）

（NCTM, 1991），以及呈現學生在此任務的可能回答或想法，幫助教師

聚焦在學生的想法與掌握論證教學的原則。 
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伍、結語 

為具體落實十二年國教數學領域課程的基本理念，本文提供了範例

證實了數學臆測是一個可行的途徑以及教科書編撰的建議。因為數學臆

測在提出猜想的過程中，從學童使用自己不精緻的語言描述自己發現的

數學關係，透過一般化逐步淬鍊為精準的語言，經過小組或全班互動及

教師的介入後，發展為精準的數學語言來描述數學性質，這是在詮釋十

二年國教數學領域將數學視為是一種語言的意涵。另外，數學臆測先從

個別的單一例到小組的 4 例、再到全班 24 例的第一階段造例、最後到

一般化，就是提供機會讓學生體驗數學從組織、觀察、發現、驗證、一

般化到證明，是在培養學童能鑑賞數學是一種規律美妙又嚴謹的科學，

發現數學結構的美，就是數學的激賞之美，這是在詮釋十二年國教數學

領域課綱將數學視為是一種規律的科學的意涵。 
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